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EGRI UZERE AGIRLIKLI ORTONORMAL POLINOMLARIN
DAVRANISLARI
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Kirgizistan Tiirkiye Manas Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2018
Damsman: Prof.Dr. Fahreddin ABDULLAYEV
OZET
Bu ¢aligmada:
Kompleks diizlemde yerlesen belli bir kapali egri boyunca verilmis agirlik fonksiyonuna
gore ortonormal olan kompleks degiskenli polinomlarin davranislar1 incelendi. Verilmis

kapali egrinin geometrik veya fonksiyonel Ozelliklerinin ve agirlik fonksiyonunun

etkisinin bu degerlendirmelerde nasil etkili oldugunun tespiti.

Fizik ve matematigin bir ¢cok alanlarinda kapali egri boyunca ortonormal polinomlarin

cesitli uygulamali bilinmektedir. Buna bagli olarak ortonormal polinomlar incelendi

Bu polinomlar yalniz egri ilizerinde verilmis agirlik fonksiyonuna gére ortonormallik
kosuluyla tanimlandiklarindan, onlarin davranislar1 gerek egrinin, gerekse de agirlik
fonksiyonunun o6zelliklerine bagli olarak degisecektir. Esasinda asagida iki problem

incelendi:

i. Kuvvet fonksiyonu seklinde tanimlanmis agirlik fonksiyonu ile egrini tanimlayan
parametreler arasinda bir fonksiyonel denge saglandigi zaman bu polinomlarin
davranislar incelendi.

ii. Belirtilen denge bozuldugu zaman bu polinomlarin davraniglart incelendi.

Anahtar Kelimeler: Polinom, Ortonormal polinom, Konform Déniisiim, Yar1 Konform

doniisiim, Yar1 konform Egri, Diizgiin Egri
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KBIMMBLJIbI
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Maructpauk nm, Aons 2018

Ninmunii skerexun: @ .M. u. J0KT.,ipopeccop Paxpenaun AdayJuiaiieB

K enupu anHoTanus
Byn nucceprauusiaa :

Kommuiekc MENKMHANKTE OENTUIIYY TYIOK UHPH ChI3bIK O0IOHYA OEPUIITEH CAIMAKTYy
dyHKLUATa KapaTa OPTOHOPMaJIAYy OOJITrOH KOMIUIEKC ©3repMeTyy MOJIUHOMIOPAYH
KbIMMBUIBIH M3WIJIEAUK. bepuiren uilpu TyrOK ChI3bIKTBIH T€OMETPUSIIBIK )K€

(GYHKIUSIIBIK KACUETTEPUHUH JKaHa CAJIMAKTYy (PYHKUMSHBIH Taacupu Oy 6amo010

KaHJall HaTblbkanyy OOJylly aHbIKTaJaT.

du3nKa )KaHa MaTeMaTUKaHbIH OWp KaHYa ailMarblHIa TYIOK HAPU CBHI3BIK OOIOHYA

OPTOHOPMAJIAYY MTOTUHOMIIOPIYH TYPY aHBIKTAIyyaa.

By nmosmHOMI0p KajIrbi3 MMPH ChI3bIK 0OFOHYA OCPUIITCH CAIMAKTYy (DYHKIUSITa Kapara
OPTOHOPMAJITYYIIYK IAPTHl MEHEH OeNTHIYY OONTOHAYKTaH, allapbIH Taacup Oepe TypraH
UUPHU CBI3BIKTBIH, KEPEK 00JICO CaIMaKTyy (DYHKIUSHBIH KACHETTEPUHE OaiJIaHBIIITYy 00Tyl

©3ropyJioT. HCFI/I3I/IHZIG TOMOHKY OKHW KOIOJII'aH MAapT U3WIIACHINU:

i. [apaxanyy QyHKIHs Katapbl Oenrwiyy O0JIroH carMakTyy QyHKIMS MEHEH HipU
CBI3BIKTHI OWMIIIUPTEH MapaMeTpIiep apackiHaa Oup QyHKIMOHAIIBIK TEH CAIMAKTYYITYK
aTKapbUIrad yaypaa Oy MOJIMHOMAOP/YH KbIHMBUTBI H3IJICH]TH.

ii. KepceTyiren TeH calMakTyyJayK Oy3yJraH ydypaarsl HOJIHHOMIOPIYH KbIMBLIbI

WU3HWIIACH/IN.

AYKBIY CO310P : MOIMHOM, OPTOHOPMAILYY MOJIUHOM, KOH(GOPM YarbUIIbIPYy, TOTYK IMEC
KOH(GOPM YarbUIABIPYY, TOJIYK IMEC HHPH ChI3BIK, TY3 UHPH ChI3bIK
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INOBEJIEHUE OPTOHOPMUPOBAHHBIX C BECOM MHOI'OYJIEHOB

IO KPUBOM
3apuna TambaeBa

Kbipreizcko-Typeukuii ynuBepeuter “Manac ”, UHCTUTYT EcTecTBEHHBIX HAyK
Marucrepckas auccepranus, Mionn 2018

Hayunbiii pykoBoauTess : A. ¢.-M.,ipodeccop Paxpensnn AdayJuiaiies

AHHOTAIIUA
B nannoii muccepranuu :

MBI uccienoBanyu JBUKEHHE B KOMIUIEKCHOM IIPOCTPAHCTBE IO 3aKPBITOMY
KpUBOMY IO OTHOIIEHHIO BECOBOW (DYHKIMU OPTOHOPMAIbHBIA KOMILIEKC
nepeMeHHOro MHorowieHa.Omnpeensercss reoMeTpuueckas Uil (QyHKIMOHAJIbHAs
0COOEHHOCTh JTAHHOI'O 3aKPBITOrO KPUBOI'O M HCIEAYETCS HCXOAHOE BIMSHHUE Ha

3TOT mporece (QYHKIMOHAIBHBIX OCCOOCHHOCTEH M BECOBOH (DyHKIWU.

OHpe,I[CJ'IHIOTCH HECKOJIBKO BHAOB CPECAHCHOPMAJIBHBIX MHOTI'OYJICHOB IIO 3aKPBITOMY

KpHUBOMY B HCKOTOPBIX o0macTsax (1)I/I3I/IKI/I 1N MaTCMAaTHUKMU.

OTH TOJMHOMBI HUIYLIUE [0 €IUHOMY 3aKpPhITOMY KPHUBOMY BECOBBIX (DYHKUIHUU MO
CKOJIbKY OHM H3BECTHBI OPTOHOPMAaJIbHBIM YCJIOBHEM BIIMSAIOLIEE UM 3aKpBIThIC
KpPUBBIE MOTYT MEHATCS JaXe M0 NpHYMHEe ocobeHHocTell ¢(yHkumii. B ocHoBHOM

ObLIU HCJICA0BAHbI CIACAYIONIME ABa YCIIOBHS:

i. BecoBas ¢(yHKIMsS W HM3BeCTHas KakK KaTeropuanbHas (GyHKIU
0003HaYyalOMINN 3aKphITayl0 KPHUBYIO BBIIOJHEHO MEXIY MapaMeTpHOe
(YHKIIMOHAJIbHOE PABHOBECUE U IPU ATOM HCCIEAOBAHBI JBUKECHUS
MIOJINHOMOB.

ii. Beum HCCJIICAOBAHbI JABUKCHHUA ITOJIMHOMOB B ITOKA30HOM PAaBHOBCCHU.

KuroueBble ¢j10Ba : MOJTWHOM, OPTOHOPMAJIBHBIN MOJTMHOM, KOHPOPMHOE OTpa)XKEHUE,
HE TMOJHOE KOH(POPMHOE OTpakeHUE, HE TOJIHAs 3aKphITas KpUBas, MpsMas

3aKpbITad KpuUBaid.



BEHAVIOR OF OTHONORMAL POLYNOMIALS OVER A CONTOUR WITH
WEIGHT

Zaripa TASHBAEV
Kyrgyz-Turkish Manas University, Graduate School of Natural and Applied Sciences

M.Sc. Thesis, June 2018
Supervisor: Prof.Dr. Fahreddin ABDULLAYEV

ABSTRACT
In the present work:

We continue to study the growth of the orthogonal polynomials over a
contour with a weight function in the weighted Lebesgue space, when the contour and
the weight function have some singularities. The case where there is no interference of a
weight function and acontour is studied. We consider a piecewise smooth contour with

interior zero angles and investigate the case of more general contours.

The Nikolskii type estimations for algebraic polynomials in the bounded regions
with piecewiseasymptotically conformal curve, having interior and exterior zero angles,

in the weighted Lebesgue space.

Key words: Orthogonal polynomials, algebraic polynomials, conformal mapping,
quasicircle, smooth curve.
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1.BOLUM

1.1. GIRIiS

I'c C, dogrultulabilir (6l¢iilebilir) kapali Jordan egrisi,
G=intl, 0€G; Q=extl’, o0, olsun. Her p>0 i¢in L (h,T) ile I" iizerinde

integrallenebilir ve

[ ey = [P (2)f 2] <0

r

kosulunu saglayan f fonksiyonlar ailesi gosterilsin.

Derecesi en fazla ne N olan P,(z) kompleks cebirsel polinomlar kiimesini 2,

ile gosterelim. h(z), [ egrisi lizerinde integrallenebilir, negatif olmayan ve hemen

hemen her yerde sifir olmayan fonksiyon olsun.

{K.@}, K(2)=a,2"+..+a,, degK =n

’

polinomlar sistemi

n=m ise

11
n-m ise (1.1)

— 1,
l h(2)K, (2)K,,(2)|dz| = {0,

kosulunu sagliyorsa, ona I egrisi iizere ortonormal polinomlar sistemi denir. Eger bas

terimin katsayis1 @, >0 kosulu saglaniyorsa, o halde bu sistem tek tiirlii tanimlanur.

Asikardir ki, [K, [ =1

{Z i }T:l eI sonlu sayida ayrik noktalar olsun. Bu ¢alismada, agirlik fonksiyonu olarak

asagidaki fonksiyon ele alinacaktir:
m 7j
h(z)=h0(z)H‘z—zj‘ 7 >-1 (1.2)
j=1

burada h,(z) fonksiyonu diizgiin olarak sifirdan ayriktir, yani dyle bir ¢, =c,(I") sabiti

vardir ki,



h(z)=c, >0, zel'
saglaniyor.
Gortildiigii gibi, {Z i }T:l €I" sisteminin her bir noktas: komsgulugunda z — 7,
durumunda h(z) agirlik fonksiyonu sifira veya sonsuzluga yaklasabilir.

Bu Tez caligmasinda, esasinda, kompleks diizlemde verilmis ¢esitli kapali
Jordan egrilerine gore (1.2) ile taniml1 agirlik fonksiyonu ile ortonormal olan

polinomlar i¢in, ve de P, € ¢, keyfi cebirsel polinomlari i¢in ele alinacak temel

problemler asagidaki sekilde sdylenilebilir:

1) Belli bir kosullar saglandiginda, verilmis kapali Jordan egrisi ve K_(Z)

polinomu i¢in

Kn(z)‘gnn, zel

esitsizligini saglayacak sekilde bir n, '=n,(I',h) > 0 sabitinin bulunmas:.

2) Bu belirtilen kosullar saglanmadiginda verilmis kapali Jordan egrisi ve K_ (Z)
polinomu i¢in

|Kn(Z)| <p,, zel

esitsizligini saglayacak sekilde bir . = p (I',h,z) >0 sabitinin bulunmas.

3) Her zel ve P, egp, icin

P(2)|<c, (TR ). z€T, (1.3)

n
esitsizligini saglayacak sekilde bir C,=C, (F, h) >0 sabitinin bulunmasu.

Buradaki 7, =7,(I,h) >0, #, =u,(I'h,z)>0 ve c (T h) sabiti h agirlik

fonksiyonu ve T egrisinin 6zelliklerine bagli olarak degismektedir.



1.2 KAYNAK ARASTIRMASI
(1.3) problemi ile ilgili ilk sonug, bilindigi kadariyla, [30] de asagidaki gibi elde

edilmistir: Her p >0 ve P, € ¢, polinomu igin

2 %
max Pn(z)\szn%(j P,(e") i dtJ (1.4)
|Z=1 0

esitsizligi dogrudur. Daha sonra (1.4)’e benzeri degerlendirmeler, ¢esitli diizgilinliik
kosullarini saglayan I Jordan egrisi i¢in [30], [31], [32], [44] ve [36], [38], [36-40] vs.
de elde edilmistir.

Daha sonra, (1.4) tipindeki degerlendirmelerle ilgili sonuglar, Mamedhanov [30]
tarafindan 6l¢iilebilir Jordan egrisi ile sinirlt bolgelerde, Nikol’skii [19] tek ve ¢ok
degiskenli polinomlar i¢in, Abdullayev vd. [6-8], [30, 31] tek degiskenli polinomlar
icin, [38-40] de ortogonal polinomlar i¢in vs. (daha fazla referans igin bkz: [32 ] ve ad1
gecen referanslardaki kaynaklar) matematikgiler tarafindan elde edilmistir.
Ortogonal polinomlar i¢in problemi daha iyi tanitabilmemiz i¢in bir degerlendirme
verelim. T egrisinin dogal denklemi z=12(s),0<s< |F| =mesI" olsun.

I'eC@, ), 0<a <1, denir eger z(s) fonksiyonu siirekli diferansiyelenebilir ve
z'(s) € Lipa ise. Eger T e C(1, ) her yerde fakat bir z, e I'noktas1 harig, 6gleki
2'(s) e Lipar, 0<s<|,ve z(0)=z([))=z, 2(0)=Z'(T]). Budurumda z el
noktasinda I egrisi herhangi bir v, 0<v, < 2,dis agiya (G =intI" sonlu bolgesine
nazaran) sahip olacaktir. Bu tiir egriler sinifi TeC(l,«,v,), O<a<l,0<v, <2, ile

gosterilsin.

[37,38] ¢alismalarinda agirlik fonksiyonu ve egrinin geometrisini dikkate alan
1+r)o =1 (1.5)

kosulu saglandiginda K (z) polinomu i¢in (1.3) seklinde degerlendirmeler nasil

olacagi incelenmistir. Bu kosula egri ve agirlik fonksiyonunun “interferensiyas1” denir.

Bununla birlikte ayn1 zamanda, (1.5) kosulu saglanmadig: halde, yani

3



L+7)o =1 (1.6)

durumunda K, (z) polinomu igin benzeri sonuglar elde edilmistir. Ornegin, eger

(1+ ;)@ <1lise o halde

K, (2)| < c(r) (n% +|z—z1|"1Jﬁ) zeT (L.7)

saglantyor, burada

1 1.1
5,=5 A+ e 25(5‘1‘71)

1

olarak tanimlanir. Benzeri sekilde (1+y,)m, >1 kosulu igin de |Kn (Z)| nin Ustten

degerlendirilmesi yazilabilir.



2.BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR.

Tamm 2.1. £, G bolgesinde tanimli bir fonksiyon ve z <G igin

L F() ()
2>z,  Z—Z,
limiti varsa £ fonksiyonuna z,noktasinda tiirevienebilir denir ve bu limit f'(z,) ile
gosterilir. £ fonksiyonu z, noktasinin belli bir komsulugundaki tiim noktalarda
tiirevlenebilirse £ fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir. Eger ¢ bolgesinde
tamimli £ fonksiyonu, her bir zeG noktasinda analitik ise £ fonksiyonuna G

bélgesinde analitiktir denir [15].

G bolgesinde analitik tiim fonksiyonlarin kiimesi A(G) ile; ¢ bolgesinde analitik

ve ¢ da stirekli olan fonksiyonlarin kiimesi ise A(G) ile gosterilir.

[ =1l = max|f (2)), feA(G)

z2eG

ile tamml |.| :A((_} ) — R fonksiyonu A(G) tizerinde bir normdur.
a,,a, ,..,a, kompleks sayilar olmak tlizere

_ n
P.(z)=ay+az+.+az2",  a,#0,

fonksiyonuna n dereceli kompleks degiskenli cebirsel polinom denir. Derecesi »’yi

agsmayan tim kompleks degiskenli cebirsel polinomlar sinifi o ile gosterilir.
Tamm 2.2.a,beRR, z:[a,b] >C, z=z(s) siirekli fonksiyonunun goriintiisiine kompleks
diizlemde bir egri denir.

I.  z(a)=z(b) kosulunu saglayan egriye kapalr egri denir.

il. s #s, olanher s;,s,€[a,b] igin z(s,)#z(s,) ise egri Jordan egrisi adin1 alr.



iii.  Her s€[a,b] igin z(s) var ve siirekli ise egriye diferansiyellenebilir egri denir.
Ek olarak, her s e[a,b] icin z'(s)=0 1Se diizgiin egri adini alir.

iv.  Biregri, [G.b] araliginin sonlu tane noktasi hari¢ diferansiyellenebiliyorsa ve bu

sonlu sayida noktalarin her birinde egrinin sag ve sol tlirevleri var ve bu tiirevler
egrinin bu noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse egriye parcall
diferansiyellenebilir egri denir.

V.  Bir parcali diferansiyellenebilir egri, diferansiyellenebildigi her § noktasinda

z'(s) = 0 kosulunu sagliyorsa pargal1 diizgiin egri adin alir.

Eger egri kapali degilse, genel olarak ona yay veya yol adi verilir. Aksi belirtilmedikge

kapal1 egri ifadesi i¢in sadece egri ifadesi kullanilacaktir.

Basit baglantili bolgenin bir bagka tanimi, egriler yardimiyla verilir. ¢ bolgesi i¢inde yer

alan her bir y kapali Jordan egrisi i¢in int y — G ise ¢ bolgesine basit baglantili bolge
denir. Burada inty, y egrisinin i¢ bolgesini, yani egrinin sinirladigi sonlu bolgeyi

gosterir [15].

Teorem 2.3. (Jordan teoremi)y, kompleks diizlemde bir kapali Jordan egrisi olsun. y
egrisi kompleks diizlemi ortak sinirlar1 y egrisi olan biri sonlu digeri sonsuz olan iki

ayrik bolgeye ayirir. Bu bolgelerin her biri basit baglantili bolgedir [33].

Tanim 2.4. [G,b] araliginin P = {to,tl,tz,...,,tn} seklindeki tiim pargalaniglarinin ailesi

P ile gosterilsin ve ((P):= Z|Z(fk)—2(tk71]| olsun. Eger sup{((P): PeP}<o ise y
p

egrisine dl¢iilebilir (diizlenebilir) egri denir. Eger y egrisi dlgiilebilir ise
Sup{t’(P): Pe IP’} sayist y egrisinin uzunlugunu verir ve bu uzunluk mes(y) ile
gosterilir [35].

Teorem 2.5. Eger y parcal1 diizgiin egri ise dl¢iilebilir ve asagidaki formiil dogrudur

[18]:

mes(y)= j |Z/(t)|dt



Tamm 2.6. H,GcC=CuU{wn}bdlgeleri ve f:H—6 fonksiyonu verilsin. Eger

I.  f bir homemorf fonksiyon, yani singiiler noktalar1 sadece basit kutup noktasi
olan bir analitik fonksiyon,

ii.  f birebir, yani z, #z, olanher z,z, e H i¢in f(z,)# f(z,),
iii.  f Orten, yani f(H)zG
kosullar1 saglaniyorsa f H bolgesinden G bolgesine konform doniisiimdiir denir [35].

Teorem 2.7. (Riemann Doniisiim teoremi). G C, sinirinda en az iki nokta igeren bir

basit baglantili bolge olsun. Bu durumda G bélgesini Bz{(o: || < 1} dairesine resmeden

»(0)=0, ¢'(0)>0 kosullarini saglayan bir tek w=¢(z) konform doniisiimii vardir [34].

O0<r<1iginT,:= {z €G: |p(z)|=r} egrisine i¢ seviye egrisi denir. Riemann Déniisiim

Teoreminin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir:
Teorem 2.8. (< C, sinirinda en az iki nokta igeren bir bolge, o.=C\¢ Ve

A= {a) eC: || > 1} olmak lizere ®(x0)=o0 Ve lim ) >0 olacak sekilde bir tek

o0 7
D:Q— A konform doniisiimii vardir [34].

R>1 olmak lizere Iy, := {z eQ: |®(z)=R> 1} egrisine dis seviye egrisi denir. Bu egri
bir diizgiin egridir.

Tamim 2.9.. Bir y yayi reel eksenin bir ¢ <s<f araliginda z = Z(S) = x(s) + iy(s),
(azz(a), b=z( ,B)) parametrik gosterime sahip olsun. f=f£(z) bir G bolgesinde
taniml1 tek degerli bir kompleks fonksiyon olsun. [a, p ] araliginin

D:a=s,<s,<s,<:-:<s, , <s, = [ seklinde bir pargalanis1 ele alinsin. Bu sayilara

karsilik gelen y yayi iizerindeki noktalar i
z,=2(s,), (k =0,1,---,n, z(a)=a, z(B) =b) olsun. Her bir [s,_,,s, | araligindan keyfi
bir t, noktasi secilsin ve egri iizerindeki karsiig1 &, =z(¢, ) ile gosterilsin. Eger

parcalanisin normu sifira gittiginde



n

Zp :Zf(é/k)(zk _Zk—l)

k=1
ile taniml1 X, toplami sonlu limite sahip ise f fonksiyonun y yayi lizerinde kompleks

¢izgi integrali vardwr denir ve
b

[/ (2= [ (2)dz=1im > (60) )

a

seklinde gosterilir [34].

Teorem 2.10. y, dogal parametrik denklemi z=z(t): [a,b] — C olan diizgiin egri ve f

fonksiyonu » egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon ise asagidaki formiil dogrudur [34]:
b
[ f(2)dz = [ f(z(9)7 (Ddt
v a

Teorem 2.11. (Cauchy Integral Formiilii). G =C sonlu bir bélge ve f € A(G) olsun. y,

int y = G kosunu saglayan dlciilebilir kapali Jordan egrisi ise zeinty igin

fe),
2 1-[ de

formiilii dogrudur [34].

Teorem 2.12. (Sonsuz Bélgeler I¢in Cauchy Integral Formiilii). ¢ bir bdlge, I':=4G,

negatif yonlii, kapali, dlgiilebilir bir Jordan egrisi olsun. f(z)e A(C/G) ise

jf(‘f)daf f()-£(2), 2Q/G

formiilii dogrudur [37].

Teorem 2.13. (Maksimum Modiiliis Prensibi). G <= C Jordan egrisi ile sinirl1, sonlu bir
bolge olsun. Eger, feA(G) Ve f sabitten farkli ise |f| maksimum degerini 0G

tizerinde alir [13].

Tanim 2.14. T:=0G diizlenebilir kapali Jordan egrisi ve h(z)>0 T iizerinde taniml

integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere



0< [h(z)|dz| <0
r

kosulunu saglarsa h fonksiyonuna T tizerinde agirlik fonksiyonu denir [11].

Tanmm 2.15. G = C Jordan bolgesi ve T':=0G diizlenebilir kapali Jordan egrisi olsun.

h(z) T de tanmimli bir agirlik fonksiyonu ve p>0 olsun. fe A(E) ve
[H(2)|f(2) |dz| <=0
r

kosulunu saglayan tiim f fonksiyonlarin sinifi kompleks sayilar cismi {izerinde bir

vektdr uzayidir. Bu uzay L,(h,T) ile gosterilir. L,(1,1):=L,(I") [11].

L,(h,I") uzayinda tanimli agagidaki iki sayi elealinacaktir:

Yp
|dz|J ,0< p<oo;

G TR | O

IRl =R or =

P.(2)], p=o

zell

s Il quasinormdur, yani 1< p <oo igin bir norm ve 0< p <1 igin bir p—

normdur.

Teorem 2.16. G < C bir bolge ve p=1 olsun. l+1_1 olmak tizere feL (T) ve
p q

geL () ise f.geL () ve

1 1

j |f(2)g(2)||dz| < { [lr@f |dz|] [ [lat2)" |dz|J
(Holder Esitsizlgi);esitsizligi dogrudur.

Eger f,geL,(I) ise

1 1 1

U |f(z)+g(z)|”|dz|]p SU & |dz|j” +[I |g(z)|"|dz|]”



(Minkowski Esitsizligi) esitsizligi saglanir [20].

Bu Tez ¢alismasi boyunva her yerde, G C, 0eG , olarak I": =G kapali
Jordan egrisi ile smirlt sonlu bir  bolge,

Q:=extl':=C/G, (C: =Cuf{oo}), A:={a):|a)|>l} olarak cle alacagiz. @=®(z),Q

o . : D(z) 3

bolgesinin A= {a) : |a)| >1} bolgesine CD(oo) =oo,lim, , ——= >0 kosullarini saglayan
Z

konform ve yakinkat doniisiimii ve ¥ : =@ olsun.

Her t>1 ve zeC igin
To={z:|0(z)|=t} (I,=T), G =intl,, Q =ext,

olarak isarentlensin.
Yine de tez boyunca c,c,,cC,,... ile pozitif ve g, &, ¢,...ile yeterince kiigiik
pozitif (genel olrak, farkli ifadelerde farkli), genelde G'yebagl sabitler gosterilir.
Her k >0vem >k icin j =k, m simgesi j =k,k +1,...mi gosterir.

Tamm 2.17. G,H < C bolgeleri igin f:G— H bir fonksiyon olmak {izere her zeG
icin J (2)=|f, () ~|f,(2)° >0 Ve feC", yani siirekli diferansiyellenebilir bir

homeomorfizma olsun. Eger

2 2
plBCALCE
= | | (2)

ise f fonksiyonuna G bolgesi tizerinde tanimli K -yarikonform doniisiim, K >1

sayisina da f doniisiimiiniin bir yarikonformluk katsayisi denir [12].
Tanimdan goriiliir ki f fonksiyonu G bolgesinde K -yarikonform doniisiim ve ,

K-1 .
k:=—— ise her zeG igin
K+1

£, (2)
|£,(2)

<k<1

10



dir. Yarikonform doniisiimlerin bazi1 6zellikleri asagidaki verilmistir [12]:
i.  Her bir konform déniisiim 1-yarikonformdur
ii.  f,, K, -yarikonform déniisim ve f,, K, -yarikonform doéniisim ise f; o f,
bileske doniisiimii K| - K, -yartkonformdur.

iii.  f dontsimi K -yarikonform ise f~' de K -yarikonformdur.

Tamim 2.18. I" Jordan egrisi, I’ D olacak sekilde bir D C bolgesi verilsin.

f:D— D' bir K-yarikonform doniisiim olmak iizere f(T") cember ise I' egrisine K-

yarikonform egri denir.

F(I'), T egrisini gembere (ya da araliga) resmeden tim f:D>I — D’

homeomorfizmalarin kiimesi ve

o gt L
rerm|f|=| ]

olsun. Eger K. <o ise I" egrisine yaritkonform egri denir. Eger I', K-yartkonform egri
ise K. <K iliskisi dogrudur [4], [29].

Yarikonform egriler i¢in daha kullanigh olan geometrik tanim asagidaki gibidir:
Teorem 2.19. T" bir Jordan egrisi, z, #z, olmak lizere z,,z, €I" noktalar1 i¢in

I(z,,z,)cT', z, ile z, noktasini birlestiren kiiciik ¢apli yay olsun. I' egrisinin

yarikonform egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

kosulunun saglanmasidir [37].
Bu teoremden asagida verilen sonuglar elde edilir:

I.  Yarikonform egriler “ sifir ag1” igermez.
ii.  Yarikonform egriler lokal 6lgiilebilir olmayabilir.
iii. T analitik yay veya egri ise 1-yarikonformdur.

iv. T siirekli tegete sahip egrisi her ¢ >0 i¢in 1+ ¢ -yarikonformdur [22].

11



Tanim 2.20. Eger her bir y:B— G konform ve tek katli doniisiimii bir 0<k <1 ig¢in
C—C olarak %-yarlkonform doniisiimiine genisletilebilirse G bolgesine k -

yaridaire denir. Eger bir 0<k<1 i¢in G bdlgesi k -yaridairesi ise G bolgesine bir

yaridaire denir [9].
Bu durumda, T"=0G egrisine Kk - yar1 konform egri 0<k <1 denir.
Yarikonform egriler kiimesi Q(k), 0<k <1 ile gosterilir, eger 0<k <licinI" € Q(k)

ise 0 halde T"eQ yazilir.

Tamm 2.21. Soyleyecegiz ki T €Q(k), ve T diizgiin ise T «Q(k), 0<k <1, benzer

sekilde eger ise T € Q(k), 0<k<1

Tanim 2.22. | Jordan egrisine asimtotik konform egri([42], [44]) denir eZer:

sup |z,—2|+|z-2,|
23,25l 2€l(z,25) |Zl_22|

-1 |z,-2,|—>0

1Se.

Eger I'=0G € AC ise bu sinifi AC olarak gosterecegiz ve G € AC.
Bu egriler ile ilgili caligmalara J.M. Anderson, J. Becker, F.D. Lesley [14],
E.M.Dynikin [19], Ch.Pommerenke, S.E. Warschawski [35], V.Ya. Gutlyanskii, V.I.
Ryazanov [21], [22], [23] vd. ¢aligmalarda rastlanir.
Teorem 2.19 geometrik kriterlerine gore, asimptotik egrile yarikonform dirlar ([14,
s.81], [23,s.107]). Her diizgiin egri asimptotik konformdur.
Bu yarikonform egrilerin diizlenebilir olmayabilirligi iyi bilinir (bkz. 6rnegin, [16], [39,
s.104]). Ayn1 hiikiim asimptotik egriler i¢in de gecerlidir.

Eger ' diizlenebilir ve I'e AC ise L e AC . Eger | yayi bir asimptotik
konform egrisinin alt pargast ise, bu | yayina asimptotik konform yay denir.

Simdi ise, parcali asmptotik egri ile sinirlt , i¢ ve dis sifir agilara sahip bolgeler
siifi tanimlayalim.

Her hangi biri=1,2,...k=0,1,2 ve & >0 i¢in f,:[0,5] >R veg, :[0,&] >R" iki

farkli fonksiyonlar ailesi olsun , dyle ki

12



f,(0)=g,(0)=0, ¥ (x)>0, g™ (x)>0, 0<x<¢g (2.1)

saglansin.

Tamim 2.23. Séyleyecegiz ki, (2.1) ile tammli her f, = f,(x) i=1m, ve

9, =9;(X), i =m, +1m fonksiyonlar ailesi i¢cinG € AC( f;,g;), eger '=6G , T,

m
asimptotik konform yaylarinin {Z i },nio eI' noktalarinda birlesiminden I' = UFi
N i=0

olusmus , 6yle ki, I'=0G egrisi z, €'\ {Z i }ml noktasinda lokal asimptotik konform

yay ve merkezi orijinde yerlesen (X, y) yerel sistemide asagidaki kosullar saglansin:

a) Her z el i=1m, m <m,

{z:x+iy:|z|£gl, cuf (X)<y<c,f(x), Oéxégl}cé,

{z=x+iy:|z|<e, |y|z&X 0<x<g}cO;

b) Her z €I’, i=m+1m
{z=x+iy:|7| <&, chg(X)<y<c,g (x), 0<x<efcQ,
{z=x+iy:|7]<é&, |y|zex 0<x<g}cG;
Burada, —0<C!, <C, <o, —oo<cCh <C), <00, Ve & >0,5=14 belli bir
sabitlerdirler.
Tamim 2.24. Soyleyecegiz ki T'e AC, eger I =0G diizlenebilir ve
GeAC(f,q,), f="f(x), i=Lm, g,=g;(x), i=m +1Lm, ise.
Tanim 2.23 ve Tamim 2.24 den agik goriiliiyor ki, her G e AC( f;,g;) bolgesi
{Zi }:i , €T" noktalarinda m, tane i¢ ve m—m, tane dis sifir agilara sahip olabilir. Eger G
bolgesi i¢ sifir agiya sahip degil ise (M, =0) G e AC(0,g;), ve dis sifir agtya sahip

degilse (M, =m) G e AC( f,,0) yazilir.
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Eger G bolgesi sifir agilara sahip degil (m = O) ve G smirl diizlenebilir asimptotik

konform egri ile sinirli ise o halde AC(0,0)= AC. [8]'de TeQ(k), 0<k <1 igin

asagidaki sonug elde edilmistir:

Teorem 2.25. p>0ve I'eQ(k), 0<k<1,olsun. h(z)y, =0 j=1m igin (1.2) ile

tamimli olsun. O halde her n e N i¢in asagidaki dogrudur

1k
[Pl <c(n+2)+ R, 21

p(ho.I)

Burada Teorem 2.25, |Pn (z)| nin T iizerindeki biiyiimesini gdsterdi. Bu sonug

r ::{Z :|Z| = l} icin de [30] k =0 durumu i¢in elde edilmistir. Daha sonra (2.1) e
benzer klasik sonug [41] -de elde edilmistir. Cesitli 6zeliklere sahip egriler i¢in benzer
sonuglarh(z)=1(veya h(z)#1), 0< p <oo, igin [29, 30, 36, 42] [11,Teorem 6], [1-7]

bulunmustur (daha fazla referans [31, sekt.5.3] bulunur).

Simdi biz baska karekteristikle daha bir genel egri sinifi tanimlayalim.
Tamm 2.26. Soyleyecegiz ki, T €Q,, 0<a<l, eger T €Q ve ® < Lipa, zeQ.
Q, smnifi yeterince genistir.
Sonug 2.26.
a) Eger I'=0G Dini — diizgiin egriyse [33.p. 48], 0o zaman " € Q, dir.

b) Eger ' =0G pargali Dini — diizgiin egriyse ve I" deki en biiyiik dis a¢1
ar, 0<a<1[33, p.52] ise, 0 zaman T' € Q, dur.

c) I'=0G siirekli tegete sahip diizgiin egriyse, o zaman tiim 0<a <1 igin

I'eQ, dir.

d) Eger I' yar diizgiin ise, yani keyfi iki z,,z, eI" igin eger S(Zl, Zz) r

tizerindeki z, ve z,yi birlestiren kiigiik yayin uzunlugunu gdstermis olmakla, dyle bir
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¢ >1 vardir 8yle 5(z,2,)<c|z,—2,| saglansin, o halde @ e Lipa,

-1
a= l[l—l arcsin 1) dir [16] .
2 T C

e) Eger I' (yar1 konformal) ise, o zaman ® € Lipa i¢in a= d 1
Z(ﬁ—arcsin j

[28]
f) T egrisi asimtotik konform egri ise, 0 zaman @ e Lipa i¢in 0<a <1 dir

[28].

Tanim 2.27. Eger I'€Q, ve I' diizlenebilir ise, 0 zaman I' € (ja , O<ax1i

yazacagiz.

Teorem2.28. p>0velLe (ja , %S a<l,ve h(Z), (1.2) ile tanimli olsun. O halde

her . >-1, i =1,m ve P e, neN icinasagidaki dogrudur.

7+1

Rl <on™ IR, . 7= max{o,i-im]

p(h.I")

(2.2)
Tamm 2.29. Soyleyecegizki I'eQ[v], 0<v<1, eger

a. I'eqQ,
b. her zeTl igin dyle bir r:= F(F, Z) >0 ve VZZV(F, Z), O<v<2 saylar
bulunsun ki, kose noktast Z €l de yerlegen
S(Z; r,v) = {é’ C=z+1e", 6,<0<6, +v} r yarigapili ve v acilmi olan dairsel
sektor G de yerlessin.
Tamm 2.30. Soyleyecegiz ki, T € Q,[vy.., V], 0< V4, <2, 0<a <1, eger

{¢,}1, T sistemi varsa o zaman T'eQ[v,], £ eI, i=1Lm ve ®eLipa, 0O<a<l,

2eQ\{¢}.
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Eger v, =1 i=1,m, ise ohalde LeQ, [1]:=Q, yazilir.

Teorem 2.31. p>0, TeQ,[vy,...,v,y] » O0<Vpye vy <1, <a<lve h(z) (1.2

2—v,
ile tamimli olsun. Eger y, +1=; ise, 0 halde her P, e, , neN, icin
a(2-v;)
asagidaki dogrudur.
E(Z’Vi)

P(z)<c,(n+1) » Pn||Lp(hyr) (2.3)

ve
L
IR, <c(n+2)= R, - (2.4)

Sonu¢ 2.32. TeQ, [V, Vy] » 0<Vy, eV, <1, <a<l,ve h(z) (L.2)ile

tammli olsun. O halde her K € ¢, neN igin asagidaki dogrudur:

LA(Z—V)
K,(z)<c,(n+1) 2" (2.6)

ve
1

[Kqll. e, (n+1)z (2.7)
S Olgiilebilir Jordan egrisi veya yayi ve z = Z(S) ,S€E [O, |S|] : |S| ‘=mes S, ise onun
dogal parametrik denklemi olsun.
Tanim 2.33. Séyleyecegiz ki, S Jordan egrisi veya yay1 S € C, dir (diizgiin yaydir),
eger her Z(S) noktasinda S egrisi veye yayi H(Z) =0 (Z(S)) stirekli tegete sahip ise.
Tamm 2.34. Séyleyecegiz ki, Jordan egrisi T € PC, (4, A,y Ay ) 0< A4 <2 i=1m,
eger I - sonlu sayida {Fi }:il ,C, diizgiin yaylarin éyle birlesiminden olusmus ki bu

yaylar {z,}." €T birlesme noktalarinda G -anazaran Az 0<A <2 dis agilara

sahip olsunlar.
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Her pargali diizgiin egri bir yari konform egridir [1,p.100].

Tamm 2.35. ([33,p.48] (ayrica [10])). Soyleyecegiz ki, S dl¢iilebilir Jordan egrisi Dini-
diizgiindiir (S € DS ), eger onun dogal parametrik denklemi 7 =z (S), 0<s< |S| :
z(s)#0,0<s<|S| i¢in éyle bir artang fonksiyonu varsa ki,

‘z' (s,)-z (sl)‘ <g(s,—s,), s <s,ve

g—X)dX<oo
X

O ey

kosullar: saglansin.

Tamm 2.36. Soyleyecegiz ki, I =0G Jordan egrisi

FePDS(A4,4,...4,), 0<4 <2, i=1m ,eger I =0G sonlu sayida {Fi}j:o Dini-
diizgiin yaylarin {Z i }10 el noktalarinda oyle birlesiminden olusmus ki, bu yaylar

{Zj}r::o el i :1,_m , noktalarinda G - a nazaran Az, 0< A <2 dis agiya sahip

olsun.

17



3.BOLUM
BAZI YARDIMCI SONUCLAR

Bu boliimde esas sonuglarin ispati i¢in gerekli yardimer sonuglar yer almaktadir.

Her zeC, M cCye 0>0 igin
d(z,M)=dist(z,M)=inf{|z-¢]|, SeM};
B(z,0)={¢:|¢-7|<5}, Q(2,6)=QnB(z,5)

isaretleyelim.

Lemma3.1. T"-bir K -yarikonformal egri

2, €T, 2,,2,eQNB(7,d(7.T,)); @, :q)(ZJ-), j=1,2,3, olsun. O halde
a. |Zl—22|5|21—23|Ve|a)1—a)2|5|a)1—a)3| ifadeleri egdegerdir ve benzer sekilde
|Zl—zz|1|Zl—23|ve|a)1—a)2|f~|a)1—a)3| esdegerdir.
b. Eger|z,—1,|<|z,— 2| ise, 0 zaman

K2 K2

O, — Wy O, — W,

< 4, — 14
Z,—1,

B

O, — W, O, — W,

dir, burada T', = {Z =y (0):|o|= ro} dur.

Sonug 3.2. Eger z, €'y ,R, >1, tespit edilmis nokta ise, o zaman

K2 K2
|a)1—a)2| -_<|Zl—22|5|a)1—a)2|
dir.
Sonug 3.3. Eger I'€C, ise , 0 zaman her & >0 i¢in

1+¢ 1-¢

|a’1_0)2 '_<|Zl_zz|ﬁ|a’1_a)2

dir
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Hatirlayalim ki, {Z j }rj_rl1 I' egrisi lizerinde yerlesen biri birinden farkli sonlu sayida

noktalar sistemi gosterilir ve h ( Z) agirlikli fonksiyonu (1.2) ile tanimlansin. Asagidaki

isaretlemeleri kabul edelim:

0<9; <6, :=%min{‘zi—zj‘:i,j=1,2,...,m,i;t j;} Q(zj,éj)::Qm{z:‘z—zj‘ééj};

§=mins,, Q(5) :=UQ(zj,5),Q:=Q\Q(6)

1<j<m j=1

Ay =0(Q(2;,5)), A(S)={J@(Q(z,,5)) A(5)=A\A(5).

Ayrica, bu ¢calisma boyunca 0< g, <1 sabiti icin R=1+ % 1 olarak ele alacagiz.
n+
Daha sonra;
, Z:q)(zj),goj =argo,, I =I'nQ) T} =T, NnQ', j =1m, (3.1)

olarak isaretleyelim, burada Q' = W(A'j ) :

Ai:{t:Rele’gom;_(Dl £9<¢l_'2_¢2}’

A, :{t: Re‘”,(o”“lzﬂpm << gpm;([)l}

ve her j=2,m-1 igin

dir;
r=Jr;r.=Qyri
j=1 j=1
W'- degerlendirmesi i¢in asagidaki fakti kullanacagiz:
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(o) - LD @2

Asagidaki lemma, Lemma [25,44]’da verilen sonuglardan elde edilir.

Lemma3.4. I'ePC,(4,,.....4,), 0< A,<2, ] =1,m olsun. O zaman keyfi kiiciik
>0 sayisi ve

I her weAigin ‘w—a)j hee \y(a))—‘l’(a)j )‘j‘w_wj‘aj—g’

i—l+e

/1]
‘a"“’i‘ =

i—1-¢

v (a))‘j‘a)— o, r’ :

ii. her a)eZ\Ajigin
(=2 =d (¥ (@).T)2(je]-2) ", (o] 1) 2| () 2(je]-2)
dir.

Asagidaki lemma, [33],[10, p.24—28] ve (3.2) den elde edilir (bkz, [9,Th.2.8]):

Lemma3.6. I e PDS(A4,....4,), 0< 4, <2, j=1m verilsin O halde
i. her weA; icin
4
[ (@)-¥ (@) <|o-a[",

‘P’(a))‘ :‘a)—a)j ‘/lrl;

ii. her a)eZ\Aj icin
“P(a))—‘{’(a)j)‘Z‘a)—coj‘,“l"(a))‘21
saglaniyor.

Lemma 3.7. ' diizlenebilir Jordan egrisi ve h(Z) (1.2) ile tamiml agwrlik fonksiyonu

olsun . O halde her P,(z) e, R>1ve neN icin asagidaki dogrudur.
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L+y*

” Pn”Lp(h,l"R) <R * ”Pn ”Lp(h,r) yoVE= max{ﬂ/j’ J :l,_m}, p>0 (3.3)

Uyar 3.8. h(z)=1 i¢in (3.3) degerlendirmesi [26]’de elde edilmistir.
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4, BOLUM

BULGULAR

Bu boéliimde Tez’in esas sonuglarini ve onlarin ispatlarini verecegiz.

Teorem 4.1. p>0 ve keyfi tespit edilmis 0<v, <1 ve <a<l icin T eQ,[v]

2—v,

olsun. h(Z), (1.2) ile tammh agirlik fonksiyonu olsun ve z, € I' noktasinda

7 +1<

1
a(2-v)

saglansin. O halde her €T ve P, egp,, neN i¢in 3c, =C, (F, p,}/l,vla) >0 sabiti

vardir ki asagidaki saglanir:

P.(z) <c; [(n +1)" +|z—z["(n +1)]/paJ”Pn ”Lp(h,L)

ve
P.(2) < (n+2)" Rl )
burada
1+y 1 1+y,
S = 2-v,), = -
e A
dir.

Sonug 4.2. Teorem 4.1-in kosullar1 dahilinde

Ko (2)| <[ (n+1)* +[z=2[" (n+1)"* |
burada

1+y. 1 1+,
S= @) ety 2
1
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Asgikardir ki, a>

oldugundan, y, +1<

1 1
2-v, a(2-v)

saglaniyor. Bu durumda z — z, yaklastiginda h(z) —> 0. Bu nedenle bdyle singiilerite

esitsizligi —1< y, <0 i¢in

A =1-a(2-v;)(1+y,) mertebeden “cebirsel kutup” olarak adlandurilir.

Eger I' ve h(z) aym zamanda iki singuler noktaya sahip iseler, o zaman Sonug 4.2 ye

benzeri sekilde asagidki degerlendirme yazilabilir:

\Kn (z)\ <clz-z|" (n+1)* +¢, |z -2,/ (n+1)

)1/2a

+Gl|z-2|" |z-12,|" (n+1)", zeL,

¢;=¢;(I,7,v,a) j=6,7,8 her hangi bir sabitler, burada s, c;,i =12 Sonug 4.3-

dekilere benzeri sekilde yazilir.

Sonug 4.3. Eger 'eC (1, a, a)l), 1<, <2,ve (7/1 Jrl)a)1 <1 kosullu z, noktasinda

saglaniyorsa, o zaman
K, (2)| ¢ (n+2)" +]z—2|" V1],

burada

dir.

Sonug 4.3 degerlendirmesi [42, Teorem 2] deki sonucu veriyor.

Teorem 4.1in ispat: TeQ,[v,] 0<v, <1, <a<lolsunve h(z) (1.2)ile

tammli olsun. Her R >1i¢in, @ =¢;(z)ile G, yi B birim dayresine gonderen
déniisiimii gosterelim, dyle ki, ¢ (0)=0, ¢, >0 kosullari saglansin

{cj J. } A< j<m<n, ile P, (Z) nin G, nin iginde kalan sifirlarini isaretleyelim.
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B’ - - BJ,R(z):ﬁ ¢R(Z)_¢R(§i) (4.1)

n

olarak tanimlanan ifadeye P (z) nin {4’ i } 1< j<m<n sifirlara gore yazilmis

Blaschke ¢arpimini verir ([40]). Buradan goriiliir ki,
B, (2)=1 zeT,=0G, (4.2)
ve

B, (2)| <1 zeG, (4.3)

her p>0 ve zeG; icin

p/2
} (4.4)

olarak tanimlayalim.

T,(z) fonksiyonu G, de analitik kapanisi G, de siirekli.ve G, *de sifirlart yok. T, ()

nin keyfi stirekli dalin1 aliyoruz. Bu dali i¢in, ayn1 isaretlemeyi siirdiiriiyoruz. Bu ele

alinmis T, (Z) icin G, de Cauchy integral formiiliinii yazalim.

Tn(z)zzi”ian(()%, 1eG, (4.5)

(4.5)’de once z =z, koyup sonra alinan ifadeyi (4.5) ten taraf- tarafa ¢ikaracagiz.

Bunun sonucu olarak

L) =5 [T { :izjdg

o2 Tl

elde ederiz. Keyfi zeT, z#z, i¢in, (4.6) esitliginin her iki tarafinda (z—z,) ™ -e

carparak degerlendirmeye gegilirse
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(z-2) " |
((—Z)({—Zl)“dﬂ (4-7)

bulunur. Her ¢ eI, igin ‘BmYR (4’)‘ =1 dir. Simdi sag tarafte integral ifadenin pay ve
paydasini h"2 (é’ ) -e carparak ve daha sonra Holder esitsizligini kullanarak, buluruz:

y2 2-25 Y2
1 p |Z_Z1| '
SZ(E‘; h(é’) R é/)‘ |d§|] [r'[ ‘ 22 B l|2+;/1 dé’@

T, (Z)_Tn (Zl)

(Z o Zl)ov1

1
::Z(JMXJM)”Z, (4.8)
burada
—I SN deT=IR I o (4.9)
J' |Z 21|2_2(71 |d§|
=2 le -z

O zaman z eI i¢in Lemma 3.7 den, biz

elde ederiz. (4.4)’li gdzoniinde bulundurarak yazabiliriz:

p/2 p/2

P
+0o Rz (3,.)" (4.10)

[45, p. 121] verilmis asagidaki esitsizliklere gore,

|A+B[" <2°*(|A" +[8°), p>1
(4.11)
|A+B|" <|A"+[B|",0<p<1, A>0,B>0

(4.10)’dan
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B,z (2)
Bur (2)

P (z)‘sc11

Pn(zl)‘+C12 ||I:)n|||_p '(‘]n,Z )]/p (412)

elde ederiz. Her ¢ €Ty igin |B, (<) =1 oldugundan z €T igin dyle bir & ,

O<g < 1 say1st bulunur ki,
n

Boe(z)>1-4 (4.13)
saglansin

O zaman (4.12) ve (4.13) her zeT'\{z,} i¢in yazabiliriz:

y
P,(2)|<cs [P (z,)]+cy ||Pn||Lp (3,2) " p>0 (4.14)
Buradaki |P | nin degerlendirilmesini (2.3) ten biliyoruz. Son olarak
2 20
- d4’| (4.15)
=l

integralinin degerlendirilmesini elde etmek gerekir. Simdi bunu gergeklestirelim.

Teoremim kosuluna gore, 0<v, <1, 0<a <1ligin e Q, [v.] dir. O halde

@ e Lipy, ve[22]ye gore dyle bir &,,0< 6, <5, < diam G sayis1 vardir ki,

® e Lip , 2€Q(z, 6). (4.16)

saglaniyor. Asagidaki isaretlemeleri kabul edelim:

F:Iti,l:zr}?mQ(zl'é‘l) rle'—r \rlRl Fl - = (LlR,i)
Feii={reRlr-a)2r - o, Fi? = Ry, \Fat (4.17)
I:=I"NB(z,4), [}:=I'\T}; Fi=0(I}), =12

Bu isaretlemeleri dahil ettikten sonra, (4.9) —u

Jnz =Jn2 (F}M) +Jd02 (FlR,z) (4.18)
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seklinde yazabiliriz, neredeki herl — I igin

|2—20‘1

Jn,z(l)::_[ |Z_Zl

- 7o |d<] (4.19)
|6 =2']¢ -2

dir. Burada iki miimkiin durum vardir: z, noktas1 I'* veya "% iizerinde olabilir. Eger

zeTl ise,0zaman we F' i=12 dir. Buradaki iki duruma ayr1 ayrilikta bakacagiz.

Her durum da kendiliginden alt durumlar1 igeriyor.
1. Once zeTI7 olsun.

1.1. (4.11)’den yararlanarak

1 d§|<I[|§—z|+|§—zl|] d¢] -

. J ¢ - zl lé e A N S (4.20)
_ j jd¢] | d¢]
20 2+n 249
NS S A R s A
saglandisini goriiriiz. Yeniden
|- ={§eF1R’j :|§—zl|2|¢’—z|},
Ty o =T\ Rl = (1)), i j=12
olarak isaretleyelim. O halde (4.20)’den
d¢] d¢]
J ,(Th,) = | +
n,Z( R,l) - ]_I[ |é/— |20‘1+2+71 rIF!;z é/_zl|2crl+2+yl
R ‘I’(T)—‘P(w) W”l(fl—l) iz ¥ (2) = (@) " (e -1)
j N J. |ili+yl n |2d(:+'1+71 j n(zcr1+1+71)(2—vl)l
Fi r—a)|( e Fi2 r—a)|( "))

buluruz.

1. Herhangi ¢ ely, ve zel} i¢in | —27|> 0, dir. Buna gore, (4.11) ve

(4.16)’dan :
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L R

20, 2+;/1 é, =
riF!.Z - | 11_;!.2 | |§ 1| | |

_ |d¢] |d¢]
Iy oo
1 | de] , 1 | jd¢]

- 2+, 20; 201+, 2
51 1 J 7 1 51 1t é/_z|

erzé/_
< d(¥(7).I)|de]
LW (2)-w (o) (

FR,Z

J,2(Tk2)

201+

it i
Ir2 k2

(4.22)

1
1—‘R‘2

|

7-1) &,

d (‘P(T),F)|dr|

¥ (2)-¥ ()] (1)

elde ederiz:

Eger z eF}mB(zl,gj ise, 0 zaman |cj—z|2|§—zl|—|z—zl|2§l—%:% dir ve

buna gore, (4.22)’den elde ederiz:

(i) <n [ SCFELOME e d ()1

R,2 20, 2
1 (W(r)-Y(w 1 (P(7)-Y(w
AP A pE-re
2\ 2
<n-| — d | — d AR
(2] [loser [51}F£z| =< fFi|<n

_ 1
Eger zeI}\ B[zl,%) ise, 0 zaman @ e Lipa,z € Q\{z,} oldugundan | —z|>|r — c|«
ve buna gore (4.22)’den

ELCL RN TR

‘Jn,2 (F}?Z) __< n

20 2
1 (Y(r)-Y(w Y(r)-Y(w
Fro2 ( ) ( ) Faz ( ) ( )‘ (424)
|dr| |dz]| L
<n[———+nf —— =0
FR1|T w| < FR1|T—CO|0‘

saglandisini buluruz.

2. Simdi z e} olsun.

2.1 |¢ —z|<|z—2)] ye gore, (4.16) dan elde ederiz:
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2-20y

C—z|+|§—21|]2_261 q

2+y | |

3 (T )= |Z_Zl| d D
B T i AT

- jd¢] _— jd¢]

e T T A R e A
jdg jd¢
= rl;l é, _7 201+2+p +r‘1[?1 é’ —z 201+2+y;
d(¥(o).0)de| d(¥(c),T)[dr]
P (- (@) (el ()= (@) ()
—dT dz o1 +l+7)(2-v,
j n | (2‘7|1+1+71) +n J. _ (|2°'1+|1+71)(2‘V1) j n(z e )
Rilr—o| @ Fat -
Bu nedenle,
3,5 (Th,) = niEotme) (4.25)

Her { eIy, ve zeT) igin,

¢ —17,|>6,dir. 1.2)’ye benzer sekilde biz:

2 diam r)zfza1 |dé’|
J .= |Z 21| +|d§|j( )
’2( R’Z) 1HEF!',z é/—Z|2|§—Zl|2 n (51)2 h Fi{z |§_Z|2
SOk e
22 (@)-¥ (@) (-1 al¥()-¥(@)
|dz‘| 1
=nN| ——=n”
Faa T—a)|;

elde ederiz. (4.12), (4.14)- (4.26) degerlendirmelerin birlestirerek, sonunda

1
Pn(zl)‘+c1?_ ||Pn||Lp N, p>0

¥ (Z)‘Scls

n

elde ederiz. Teorem 4.1’in ispat1 tamamlandi.

Teorem 4.4 p >0 ve keyfi tespit edilmis bir ve 0< A, <2 i¢in I € PC, (ﬂi) olsun;

h(Z) (1.2) ile tanmimli olsun ve 7, €' noktasina uygun olarak
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7/l+1<i

saglansin. O halde her P, e ., ne N ve keyfi kiiciik € >0 sayist igin asagidaki

saglanyyor:
n4

Pn(zl)‘SCQ(n_'_l) P ||P”||Lp(h,F)

ve
P, (2) <c, [(n +1)" +]z—2z|" (n +1);l)+5} Pll ey 2€T

burada

14y 5 _ 1 1+n

S = 0 A < 2%, 5

dirve ¢; =¢, (T, p,74,4,€)>0, z ve n den bagimsiz sabit ve

i A+e, eger0< A <2
2, eger =2
dir.
Sonuc 4.5. Teorem 4.4-iin kosullar: dahilinde asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

ntls

K,(z) <c(n+1) 2

ve
Kn(z)‘SC{(nH)sl+|z—zl°‘(n+1);“1 Pn||Lp(h’r), zeT,

burada

dir.
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Teorem 4.4’tiin ispati: Benzer sekilde Teorem 4.1°in baslangigindaki (4.1) — (4.14)

islemleri ve isaretlemeleri kullanilarak

Pn(zl)‘jnpn“l_ 'In,2' zel, (4.26)
p jd¢]

l,) = 7 (4.27)
( ) F'[|§_21|

olarak elde ederiz. 5: =5, Ve d,,:=d(z,T}), [Tk;|:=mesT};, i=1,2, kabul

ederek ve (3.1) -i kullanarak, buradan yaza biliriz:

L I

24y 2+ !

2+,
Ik QV_21| IRy é/_zl| ' e é/_zl|
Oyleki,
|d¢]| “UWds 1
j 2+ j 24y j d1+71
TRy é/_zl| d,R S 1R
ve
g a1
J‘ 24y = I 32+71 — din
IR, §_21| cd;,R 1R

Bu degerlendirmelere gore, (4.26) ve (4.27) den yazabiliriz:

1
P.(z) = ==IR. (4.28)
dl,R

P

Diger taraftan, her 0< A, <2 icin, Lemma 3.5-e gore, diizgiin egriler igin [11]

d,r>

1
RE T (4.29)

oldugunu yazabiliriz, burada keyfi kiiciik ¢ >0 i¢in 4 := dir.

~ |4 +e eger 0< A, <2
2, eger A4 =2
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Simdi (2.18)’1 ispatlamay1 baglayacagiz. Teorem 2.1’in ispatinin baglangicindakine

(4.1) -(4.14)- e benzer olarak yazabiliriz:

P (2)<s | () +Ca R (3,.)", p>0,zeT (4.30)

burada

2 201

6= Z| Ié“

.= |

|2+n |d<] (4.31)

Bu nedenle, Teoremin ispatinin tamamlanmasi i¢in (4.31) integralinin

degerlendirilmesi yeterlidir. Bunun i¢in asagidakileri dahil edelim:

by =T NQ(z,mdyg), 7 >1,

Ik, =T} 0(9(21,51)\9(21,771(113))a

s 1 =Tp\(lay Ulk, )i Faji=@(la ),

L =T"NB(z,md,5). Iy ::Flm(B(zl,él)\B(zl,nldm)),
yi=M\(Lul); Fli=o(l), j=123

bu isaretlemeler yardimiyla

2-20y

D

2, |d§|:i‘]n,2 Iéyj '
o e N

olarak yazilabilir, burada

L1—17
Jn,z(IFlz,j):: .[ | 2 -
IR, j

|2—20‘1

—ld¢], j=12,3 (4.32)
(—Z| |§_Zl|2 "

Daha sonra

|é’,1- 3:{§€Ilj:|§_zl|2|§_z|}’
Ié’? _Il \Ill Fll _ (IRj)' i:1,2, J=1,2,3

olsun. O zaman her j=1,2,3 igin,(4.11)’e gore:
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2-20; 2-20y

¢ —17]+|¢ -z

()= [ jagie ! |
,2( R,J) I;j é,_z|2|é,_zl|2 " I%:'I‘j |§_Z|2|§_le "
|d<] jd¢]
= +
- Ig}_ é’— Z|20'1 |é/ _ Zl|2+71 Igj é, _ Z|2 |é, _ Zl|261+;/1 (433)
jd<] d¢]

= o1+etn + o1+2+y,

g =27 uj ¢~z

Yani, her zel, i=12, j=123icin J,, (I}’

Py ) integrallerini degerlendirmemiz

gerekir. Burada iki miimkiin durum var: z noktas: I'" veya I'? iizerinde olabilir.

Birincisi zeT™ olsun. Eger z € I ise, 0 zaman j=1,2,3 i¢in w e F; dir. Alt
durumlara bakalim:

1. Once z €l olsun. Lemma 3.5’e gore (4.33)’ ten yazabiliriz:

J (I1 Ul )< [d< + J —|d§
n2\'R1 R2) = 201+2+y, 201+2+)
o 16— 2 o 16— 4
d d
I (4.34)
R g A V11 e A e

2

j?ds+fds_< 1,

. 1 &R 1y, - 1
deha)gh R gA d‘i(z,léyl) d,

l+e.

<n

A’})"_‘H

X

ve

d¢ d¢
‘Jn,Z(Iés)j J- §—|Z|261|+2+71 +|1J.2 C—|Zl|26|1+2+yl

|é',13 R3 (4 35)
. 1 | 196+ 12 [ 1dg] < as| =1 |
C(Gmede) T AT e T T T

2. Farz edelim ki, z el olsun. Bu durumda buluruz:
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d
ba(bot,)< [ 1%

d¢
—
IéaUIé‘lz é, _7 201+2+y, |é.’21£|:|é,é é, _ Zl 200+2+y,
d d
_ | §|ll+ | §|11 (4.36)
SR P e e A
 ds  } ds 1 1 .
< | ]2 s
dzhi) gh GRgA d* (z, Ié,l) d/
ve
jd¢]| jd¢]
Jn,z (I;S) = Ig[S é,_ Z|2crl+2+y1 +I1;.;3 é’— Zl|2crl+2+71
T ds 1
| =g [ 1] (4.37)
d(z,l}el) Sﬂi 1 155
1 1 1+¢
ji—+‘lm‘ < n'e,
d* (z,léyl)
3. Farzedelimki zel} olsun. Burada, Lemma 3.5 ten yararlanarak
jd¢] jd¢]
Jn,z (Iél) = Ig[l é'— Z|201+2+71 +I1;':21 é’— Zl|2crl+2+y1
d d
i 5|1+1 L[ 19 |1+1 (4.38)
B -z]a w|¢-z|a
1 W ds 1 .
j 5 d 200+2+y, J|dé/|+ J‘ i+l j T j n1+
( 1 G l,R) I8 iR gh d]fiR
jd¢] jd¢]
Jn,Z (IéZ) = Ié[z 4,_ Z|201+2+y1 +I£.;2 é’— Zl|2crl+2+y1
dg dg dg ds
| |1+1 * | |1+l - | |l+1 '[ i+1 (439)
) 4/—2|11 Iz% é/—Zl|ﬂ-1 x> é/—'2~|11 di R gh
T ds % ds 1 1 .
< | o]0 e
d(Z,lé,z) Sji IR Sﬂq d z (Z, |é2) dl%?

34



ve Z el tespit edilmis bir nokta ve her ¢ e Ié"lz icin |§ - Z| = |§ - Z| saglandigini

dikkate alirsak

J (Il )_< I |Z—Zl|27261 |d§|

n2\'R3/) = Iés |§ _ Z|2 |é, _ Zl|2+;/l
diaml) ¢ [d¢] T ds 1 (440)
< ( o J. . < I — < - < nl+g
2 &3 |§_Z| d(z k) S d (Z’IR,S)
elde edediz. (4.31)- (4.40) degerlendirmelerin birlestirerek,
Jo, <N, Ve>0 (4.41)

elde ederiz. (4.28), (4.29), (4.30) ve (4.41) degerlendirmelerinden teoremin tam ispatint

elde etmis oluruz.

Teorem 4.6. p >0 ve herhangi bir 0< 4, <2, i¢in T e PDS (4, )olsun h(z) (1.2) ile

tammlansin. O halde her P,,n e N i¢in asagidaki dogrudur:

P,(z)|<cy(n +1)%l*1 1Pl o (4.42)
ve efer
i<t (4.43)
A
ise
P, (2)|<cy [(n +1)* +]z—z,[*(n +1)p1a}||Pn ||Lp(h,F) ,zel (4.44)

dir, burada ¢, =c, (I, p,7)>0 nve z den bagimsiz sabitler ve

s=1th; -t Ln (4.45)
p 22, 2

dir.

Sonuc 4.7. Teorem 4.6 min kosullar: dahilinde asagidaki dogrudur,
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K, (z,)|<cp(n +1) 2" (4.47)

Ve eger

y +1<% (4.48)

ise

K, (2)| <cy [(n +1)* +|z-2,

“ Jn 1], zel,  (4.49)

burada s, ( p=2icin) ve o, (4.45) ten bulunur.

Uyar1 4.8. n e Nsayisi i¢in dyle bir P € ¢, polinomunu, h™ agirlik fonksiyonu ve

n

Co =Cy (I") > O sabitteri vardirki, T':= {Z 2| = 1} icin,

1
Pl =cy(n+1)e P’

n

L, Lo(h".T)

n

Uyar1 4.8%in ispati: )" :={z:|z|=1},h"(z)=1ve B/ (z)= (j+1)z’ olsun. O

j=0

zaman T'eQ;;
P () < S+ = D) )y
j=0
Diger yandan,
P,6(1)‘:(n+1)(n+2)
! 2
bu yiizden,
. n+1)(n+2 n+1)(n+2)(2n+3
P — . J—
nll, = 2 "l 3 &
0 zaman,
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*
n

*
n

> 12
8r

P’

L(Lr) L(Lr)

) :\/3(n+1)(n+2)

47[(2n+3)
dir.
Sonuc 4.7’nin ispati: Eger FeC(La, @), 1< <2 ise, 0zaman I'=3G

egrisindeki i¢ ag1 (G 'ye gdre) z, - (2—@,)dir. Uyar1 3.1°e gore o =1 i¢in burada

reé{zl

} dir. Buradany € Lip(2—-a,) [27], yani ® e Lipi [37] dir.

@

Ortonormallik 6zelliginden ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.9. p>0 ve her bir f,(x)=cx"", & >0, i=1m, ve

g (X)=cx*, B >0, i=m+Lm ailesi icin G e AC(f;,g;)olsun; h(z) (1.2)ile
tammly olsun. O halde , her K, neN, . >-1 i=1mve ¢ =¢,(G,p.&,7,8)>0

sayist i¢in asagidaki dogrudur:

m  (A)+E) [Lﬂjiﬂ.
K <c|Dn P+ > nA e (4.50)
* i=1 i=m+1
B g, egera, =0, _ L —
burada &= 3 Ve>0, 7 =max{0;y}, i=1m,dr.
1, egera #0,

Simdi yazilimlar1 kolaylastirmak i¢in i =1,2; m=1, m=2, olarak ele alalim ve
varsayalim ki, G bolgemiz z, noktsinde « f,-dokunma”, f (x)=cx"*, &, 20, ileig
sifir agtya sahip olsun ve z, noktasinda ise “g, -dokunma”, g, (x)=C, x>, S, >0,
ile dis sifir agrya sahip olsun. Buradaki —oo0 <, <+00, C = (Ciil, Ciiz) =12, sabit

sayilar soziligeden sinifin tanimindaki sayilaridir. Bu durumda asagidakini elde ederiz:

Teorem 4.10. p>0ve f(x)=cx"™, o >0, ve g,(X)=c,x""2, B,>0 igin
G e AC(f,,9,)olsun; h(z)(1.2) ile tamumli olsun. O halde , her
K, neN, y,>-1 i=12ve c,=c,(G,p,& B,)>0 sayist i¢cin asagidaki dogrudur:

n?
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V2 )
n°e, > -1 v, >1+8,;
N 14 5, o) B,

7—2+ll+b
|||<n||xgc2 n[hﬂz Jp , 0<7/1$1i/2ﬂ -1 7, >1+4,;, (4.51)

2

ne, o >-1 1<y, <1+ p,,

Eger G bolgesi z, noktasinda yalniz bir tane dis sifir agiya sahip ise asagidaki elde
edilir:

Teorem4.11. p>0ve g,(x)=C,x"", B, >0 icin G e AC(0,g,)olsun; h(z)(1.2)
ile tamimly olsun. O halde, her K, neN, . >-1, i=12,ve

c; =6 (G, p.&, 7, ,) >0 sayisi icin asagidaki dogrudur:

V2

1+ 8,

nT, V> , 7, >0;

”Kn” <G n[lﬁffljgl)”, O<y < & , 7, >0,
- 1+ 5,

nT, -1<y,7,<0,

Teorem 4.9- 4.11’in ispatlar:

f,(X)=cX", & 20,i =L, m, ve g, (x)=cx"", 4 >0,i=m +1,m igin

G e AC(f,,g;) olsun.

HerR>1ligin, =g, (z)ile G;’yi  B’ye  conform ve yalinkat resmeden
doniisiimii gosterelim dyle ki, ¢ (0)=0, ¢, >0 kosullari saglansin.

{;’ i }, 1<j<m<n ,ile K, (Z) nin G nin i¢inde kalan sifirlarini isaretleyelim.

oo o Pr(2) =9 (&
B, (2) .=Hbj,R(z) zlj_ll—c(o.;)(é”' )%((Z))

(4.52)
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ile {é’ j}, 1< j<m<n K,(z) nin sifirlara gére Blaschke ¢arpimini isaretleyelim.

Simdi

olarak tanimlayalim. Q, (z) fonksiyonu G, de analitik G, de siirekli ve G, *de sifirlar
yoktur. Q,(z) nin keyfi siirekli dalin1 alabiliriz. Bu dal i¢in, ayn1 simgeyi siirdiiriiyoruz.

Sonra G, de Q, (Z) nin Cauchy integral formiiliinii yazalim:

d
Q(2)=5=[Qe)2. 226,
veya degerlendirmeye gecerek yazabiliriz:
p P
{K—”T ([ KaOf* dasoph 8
Boa(2)] | 2717 B (¢)] l6-2 74, =

Tanimdan da agikardir ki, { €', ler i¢in ‘Bm'R (¢ )‘ =1 dir. zeT olsun. integral alt:

ifadenin pay ve payday1 h% (g) ile carparak ve Holder esitsizligini kullanarak

asagidakini elde ederiz:

%
% %
K P d
GG R T E—
m.R Le ke g ‘C_Zj‘ |§_Z|2
1
=-5Jn,1x‘Jn,2' (4.53)

burada
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% d
Kn(e“ﬂ"ldél] e 'i'
i jzl‘g_zj‘ |é’—Z|

Jnyl::[J‘h(cj)

I'r

olarak isaretlenmistir. O zaman ‘Bm’R (z)‘ <1, zeT igin Lemma 3.4 ten, biz

Kn(z)‘<(Jn’l-Jn’2)%5 J2P zel (4.54)

elde ederiz. Buradan goriiliir ki, ispati¢in J_ ,nin degerlendirilmesi elde edilmelidir.

Bunun i¢in asagidaki isaretlemeleri dahil edelim:
w,=D(z;), ¢ =argo;, L =L, ~Q' j=1m,

burada Q' = ‘P(A'j ) ;

2

A;n:{t:Re”’: R>1,—(pm12+€0m £¢9<—(p”‘2+¢1},

A;Z{t:Re“": R>1 ¢m2+¢139<§”1+‘”2},

ve her j=2,m-1 i¢in

A :{t =Re”: R>1, —(pj1;¢j << N0 Hp"”}

m d m d mo
3,=> [de] =) |A§| ;=030 (455)

izlrkﬁ‘é'—zj‘“M—ZF i |G — 2, y'|§—2| i=L
j=1
burada
= |(:_§| 5, i=1m (4.56)
Ll -altle -7
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{z,}, €T noktalari biri birinden farklt oldugundan, her i =1,m icin J'_

integrali
degerlendirilmelidir.
Bir sonraki hesaplarimizin basitligi i¢in,

i=12;m =1,m=2;7, =—1;(-11) c G;R=1+2 (4.57)

n

ve Tanim 2.23 ve 2.24'deki OX ve QY local koordinat eksenlerini OXY sisteminde

koordinat eksenlerine paralel olarak ele alacagiz.

F=I"ul: I'"={zel:lmz>0},I" ={zel:Imz <0},

o' = {a) =e:0= %} 2t e LP(coi ); 'z z,,z” eI noktalarin birlestiren yay

olsun; T"* =T"NT*,i=12, 7, (veya I secilen yone g(‘jre) lizerinde keyfi tespit
edilmis bir noktadir. Geneligi kaybetmeden, basitlik i¢in biz z, = z* (ZO = Z_) alacagiz.

Onceki notasyanlara benzer sekilde, asagidakileri da dahil edelim:

I, =Tl burada 'y ={zel'y:Imz>0},

Iy ={zelz:Imz<0}, a :z{a):eig :0:%%}; d(zzvR,Fzmri)zd(zzyR, +);

z: e‘{’(a);) z;r €'y olsun, dyle ki d, . =‘Z

(—Z| Ve ster®;

Zi

= {{ el":|¢-z|=cd (zi,FR)}, Zt, = {{eF‘R ¢ —2|=cd (zi'R,FR)}
o3 ecD(sz)dir. Thi=12, 73,225l I =Ty N5 ve I;i(sz, ziR)
noktalar1 birlestirerek yaylar1 gosteriyoruz, birlesme noktalar z;7, ile 3 sirasiyla oluyor

ve i=12, |l

=mesl (25, 2%) dir. Dahasonra IF - ={¢ el ;1 |& —z|>|¢ — 2]},

12 o=l VIR, R :=(I)(I§’fj), i=12, j=12,3, isaretleriz. Son olarak
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{cjel“"i:|§—z.|<c.dm}'

{Celyicd,<|¢-

{gerli:|§_z'|<ci i,R};

f={ger e d g <[¢ -z |<[lE]} B = o(s)); ij=12

]

|i
lR
Ij.
2R
|i
1

olarak gosterelim. Bunlar1 dikkate alarak ve 7 = <D(§ ) degiskeni degistirerek (3.1) ve

(4.56)’ten elde ederiz;
2 Y'(r)||dr
5] o) |
LitElorg [P \P(a)l)‘ \P (a))‘
‘P(r),F)|dr|

Q
= MN
—
o
—

~2 L3(FR)+3(Fe)] (4.58)

Bize gerek olan J (F )ve J (FJ o ) integrallerini degerlendirmemiz gerekmektedir.

Bunun i¢in su sekilde devam edecegiz: diyelim ki,

K,(Z), 7 el (4.59)

saglandig1 noktalarden biri olsun. @' :=®(z') olarak gosterelim. Burada iki miimkiin

durum var z' noktas: T'" veya I'*iizerindedir.

1. Once varsayalim ki, z' eI,

Ozel durumlar1 inceleyelim:

1.1Eger z €S ise 0 zaman @ e F"* ve her y, >0 igin
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(4.60)

“n [d7]
) M

et | min {9 (2) = (@)} (£) - P (@)
de]

i 1 (a+)(1+E)
Fik Rk [mln {|r —o); ‘r -® ‘}}

< n(yl+l)(1+.§)

n

IA

ve her —1<y, <0 igin

(4.61)
dir.
2. Eger z e S;*ise 0 zaman her y, >0 igin

de]

n .,

¥ (2)-w (o)

J (Flllg)+\] (ng)i n I

1+ 1,-
FirVURR

¥(7)-¥ (@)

ve her —1<y, <0 igin

(-n)
I(E* )+ I (EY ‘\P(T)_\P(a)l) |dr|
( 1R )+ ( LR )< n':llvvr:‘[':fvvR “P(r)—\P(m)‘

d]

l+é

1+¢

<n

<N

RruRR [T -0

(4.63)

3. Eger z €S;*ise 0 zaman her y, >0 igin
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d]

¥ (r) =¥ ()| ‘I’(T)—‘P(a)')‘

I(RR)+I(FR)=n |

1+ 1,-
ForVURR

d7]

< n(;/1 +1)(1+8)

=" . O S
i [ min{lr - afifr-o (4.64)
ve her —1<y, <0 igin
(-n)
FirUFiR ‘\P(T)_\P(a) )‘ (465)
<n de '
— J+E T
I
dir.
4. Eger z €S;*ise 0 zaman her y, >0 igin
I(FR)+I(Fr)=zn | de .
cisess [ (7) =¥ ()] 5[ ¥ () ¥ (o)
< |dz| S ()
Frh U R [mln {|Z’—Cl)l|;‘f_a)"}j| 1
(4.66)
ve her —1<y, <0 i¢in
YT T WP G L A
et | ¥ (7) = (@)
(4.67)
dir.
O halde, (4.60) - (4.67) iliskilerin birlestirerek, her y, >0 i¢in:
i[J (Fi)+3(R& )] nbwaed (4.68)
i=1
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ve her —1<y, <0 igin

2 (4.69)

dir.
Bu nedenle, z eI durumu her y, > -1 igin, (4.58), (4.68) ve (4.69)’den asagidakini

elde ederiz:
;7+1)(1+5') (4-70)

3=
2. Simdi varsayalim ki, z € L* olsun. Eger z' € S** ise, 0 zaman her

i=1,2icin @ e F** dir. (4.58)’deki J}, degeri igin 6zel durumlar ele alacagiz.

2.1 Eger z € S/*ise, 0 zaman her y, >-1 igin

o
‘P(T)—‘P(a)z)‘y ;
de]

¥ (0)=¥(e,); ‘P(T)—‘P(a)')‘

J(RY)+I(Ry)=n ]|

2,+
Fl,R

+n |

2,—
Fl,R

¥ (r)-% (o)

Sondaki iki integraller ayni sekilde degerlendirilir. Bunun i¢in bunlarin birini

degerlendiririz. 7€ R igin “P(r) — LP( %) )‘ ten elde ederiz:

+

¥ (2) - ()| = max{|¥ (r) =¥ (@, )% (r) -2,

|

Buradan, y, >0 igin
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ve 1<y, <0i¢in

(*72) I+e
Y(r)-¥ d i
N LG LY Kl KNS I
Ffﬁ; ‘\P(’[)— Z;‘@ Ffl'; T—a); 144,
buluruz.
Bu durumda, y, >0 igin:
nlyj;:w 72—+1>1—8
"1+ 5
N _ 1
I(F )+ I(Fy) ={nin, —171;2 —1-¢
n, 7241 <1-
1+ 5,
4.72)
ve —1<y,<0ise
I(FE)+3I (R )=n™
elde ederiz.
2.2 Bger z €S.*ise 0 zaman her y, > -1 igin
dr|
J(FE)+I(Fy)=<n |
(Fa)+3(F)= J ¥ (r) - (@) “i|¥ (2) - ¥ (o)

reR% icin “I’ (7) —‘P(a)) ten biz elde ederiz:

Eger y, >0 olsun ve dnceki durumlara benzer sekilde asagidakini elde ederiz:
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J (|:2,+)_< n |d7,'| < I |dT| 1+yz'z+1+g
LR )= 72 +|
¥(0)-¥(w,)* ¥ (r)-2

2, 2,
Fm+ ':1‘R+ T — a);r

egerve —1<y,<0ise

J(Fl,zﬁf)ﬁ nJ‘ ‘T(T)_‘P(wz)(%)|df|

" <n I [d] <n*¢
R ‘\P(T)_ZZ

Y(r)-z,|

2+
Fl.R

bu durumdan biz, y, >0 i¢in :

(4.73)
ve 1<y, <0i¢in
J (Ff;)+ J (Ffé‘)j ntt
elde edilir .
2.3 Eger z € S/*ise, 0 zaman her y, >0 igin

d7]

J(RH)+I(Ri)=n

F23 UFZy lP(T)_\P(C‘)z)‘y2 “P(r)—‘l’(a))‘
. |dz]| _
B I ¥(r) - ()| (2)-¥(o) -
o | d]
2 ¥ ()~ (@) \\P(f)-w(a}')\

Son iki integraller aym sekilde degerlendirilir. Birinci integralle bakalim. Her 7 € ng:

ve z e S/ igin biz asagidakini elde ederiz:

[ (0)-#(o)= ()]

l+e

1
Wh - 1w
—\n

‘T(T)_T(wz)‘tdz,R = ‘ZZ,R _22+

buradan

47



72

72_111e +lte
J (|:22R+)j n .[ |ir| < nl+ﬂ2 ' |dT| — < nlJrﬂ2 !
F2g \P(Z')—Z; lI’(Z‘)—Z;r F2e T,
her y, >0 icin ve
L+1+s
J (Fj;)+ J (Fjg) < n*’
—1<y, <0 i¢in saglanidigin buluruz ve dolayisiyla,
(=72) '
Y(r)-¥Y (@ Y (7)||d7r
PR “P(r)— ‘P(a) )‘ 4.75)
J- |dr| " |dr| s
- +|— l+e —
oY)z lr-o;
elde ederiz. Buna gore
22 jq.p
J(Fi)+I(Fir )z nt ' (4.76)
2.4 Bger z € S.*ise, 0 zaman her y, >0 igin
J (F2'+) n J‘ |dT| npi/i/ziz(l ) |dT| nli/;2+l+g (4 77)
2R )2 dZV’ZR & ‘P(T)—‘P(a) )‘ - e —w o
ve —1<y, <0icin
dr|
I(F2 )= — |
( 2R )— dzz, FJ. “I’(r)—‘l’(a))
Lo e e e e
Fiik \P(T)_\P(a’)‘ F2 [T~ @
(4.78)

buluruz.

z €S~ durumu tamamen aym z € S durumuna benzerdir. Eger —1<y, <0 ise, 0

Zaman
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(=72)

I(Fz)- I ¥ (7)-¥(e,) "PIZ(T)HdT|
R “I’(T)—‘P(a) )‘ @79
<n I |dT| < nte
¥ (e)

J (,:22’5): I “P(r)—‘{’(a)z)(—yz) ?'2(1)‘|dr|
Fq “P(T)—‘I’(a) )‘ @50
DY N B

| ¥ (1) - (@)

bulunur. (4.58), (4.72) - (4.80) degerlendirmelerin birlestirerek asagidakini elde ederiz:

24

J2, <n", —1<y,<0 veher y,>0 J?, <n"’ (4.81)
n,2 2 2

n2 —

Simdi (4.81) ve (4.70) degerlendirmelerinden, m, =1, m, =1 ve her p >0 sayisi i¢in

asagidakini elde ederiz:

her —1<y, <0, -1<y, <0,

I, +3%, <ntf4nt, (4.82)
her y, >0, y, >0, ve
. 72 91e
Jo, 432, <t gt (4.83)

B g, egera, =0,
burada &= 5
1, egera, #0.

0, halde, (4.52) - (4.58), (4.82) ve (4.83) degerlendirmelerini birlstirerek keyfi z e I"igin
asagidaki elde edilir:
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7n+2
Y V2 .
ne, >—2— v, >1+p,;
71 1+ 4, 72 B,
n+2
7HL+é Z IR E n°’ ) V4 >010<7/ <1+ﬂ;
K, (z))<n ° +n[1*ﬂ2 ]” < [y jl ' i i
Z_11|=+¢
AL PP SR NS T %
1+ 5,
2
ne, -1<y, <0, 1<y, <1+ 3,
eger oy #0 ve
nl,,
+ 2
(l}/2 +1)1+g 2
K, (1) 255 ocpe T e
2
L
n° -1<y,7,<0

eger o, =0 ise.

Teorem ispat1 tamamlandi.
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SONUC

Egri iizerinde verilmis sifir ve kutup yerlerine sahip agirlik fonksiyonuna gore
ortonormal polinomlarin diizgiin normlarinin ve singiiler noktalardaki degerlerinin
modiilce artiglarinin, degerlendirilmesi ve bu degerlendirilmelerde egrinin ve agirlik
fonksiyonun etkisinin gosterilmesi esas amacimizdir. Elde edilmesi tahmin edilen
sonuglarin matematigin bir ¢ok alanlarinda (6rnegin, yaklasim teorisinde, dahilolma

teorisinde, polinomlar teorisinde vb.) uygulama bulacagi beklenmektedir.

Kompleks diizlemin verilmis kapali1 egriler tizerinde ortonormal polinomlarin
verilmis agirlik fonksiyonuna gore modiilce artislarinin degerlendirilmesi ve bu
degerlendirmelerde, verilen agirlik fonksiyonuna ve egrinin sahip oldugu 6zelliklerin
etkisi elde edildi. Bu tez ¢alismasinda belirttigimiz esas hedeflerimizde elde edilmesi
tahmin edilen biitlin sonuclar yeni olmakla daha dnceden bilinen ve literatiirde rastlanan
diger benzeri sonuglar1 tamamladi. Problemin ¢6ziimiinde elde edilen degerlendirmeler,
ortonormal polinomlarin modiilce artislari ilgili sonuglar farkli geometrik 6zelliklere
sahip egrilere genisletti. Bu degerlendirilmelerde verilmis bolgenin geometrik veya
fonksiyonel 6zellikleri ile ve agirlik fonksiyonunun 6zellikleri agik sekilde gosterildi.
Ayn1 zamanda, elde edilen degerlendirmeler, Nikol’skii tipi esitsizliklerin bu tiir egriler

tizerinde benzerlerini ortaya koydu.

Bu Tez ¢aligmasinda, verilmis kapali Jordan egrisi lizere ortonormal polinomlar
icin degerlendirmeler, cesitli fonksiyonel kosul ve geometrik 6zelliklerle tanimlanan
Jordan egrileri siniflarinda ele alind1 ve asagida verilen iki problem incelendi:

1). 1+ y,)@, =1 kosulu saglandiginda verilmis kapali Jordan egrisi lizere

ortonormal polinomlar i¢in degerlendirmeler elde edildi;

2). I+y)o #1 kosulu saglandiginda verilmis kapali Jordan egrisi lizere

ortonormal polinomlar i¢in degerlendirmeler elde edildi

51



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

KAYNAKLAR

F. G. Abdullayev, “On the some properties on orthogonal polynomials over the
regions of complex planel,” Ukr. Math. J., 52, No. 12, 1807-1817 (2000).

F. G. Abdullayev, “On the interference of the weight boundary contour for
orthogonal polynomials over the region,” J. of Comp. Anal. and Appl., 6,
No. 1, 31-42 (2004).

F. G. Abdullayev and N. P. Ozkartepe, “On the behavior of the algebraic
polynomial in unbounded regionswith piecewise Dini-smooth boundary,” Ukr.
Math. J., 66, No. 5, 579-597 (2014).

F. G. Abdullayev and C. D. G un, “On the behavior of the algebraic polynomials
in regions with piecewise smooth boundary without cusps,” Ann. Polon. Math.,
111, 39-58 (2014).

F. G. Abdullayev and N. P. Ozkartepe, C. D. G"un, “Uniform and pointwise
polynomial in “equalities in regions without cusps in the weighted Lebesgue
space,” Bulletin of Tbilisi ICMC, 18, No. 1, 146-167 (2014).

F. G. Abdullayev and N. P. Ozkartepe, “On the growth of algebraic polynomials
in the wh ole complex plane,” J. of Korean Math. Soc., 52, No. 4, 699-725 (2015).
F. G. Abdullayev and N. P. Ozkartepe, “Uniform and pointwise polynomial
inequalitie ~ s in regions with cusps in the weighted Lebesgue space,” Jaen J. on
Approx., 7, No. 2, 231-261 (2015).

F. G. Abdullayev, The interference condition of the weight and contour for
orthogonal polynomials over a contour I, (2016) (submitted).

V. V. Andrievskii, V. I. Belyi, and V. K. Dzyadyk, Conformal Invariants in
Constructive Theory of Functions of Complex Plane, World Federation, Atlanta,
1995

V. V. Andrievskii and H. P. Blatt, Discrepancy of Signed Measures and
Polynomial Approximation, Springer,New York,2010.

V. V. Andrievskii, “Weighted polynomial inequalities in the complex plane,” J.
of Approx. Theory, 164, No. 9, 1165-1183 (2012).

L. V. Ahlfors, Lectures on Quasiconformal mappings, Princeton, NJ: Van
Nostrand, 1966

L. V. Ahlfors , Complex Analysis, McGraw-Hill, Inc., USA, 1969

52



[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]
[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

J. M. Anderson, J. Becker, and F. D. Lesley, Boundary values of asymptotically
conformal

T. Baskan, Kompleks Fonksiyonlar Teorisi, Bursa, 2012

P.P. Belinskii, General Properties of Quasiconformal Mappings, Nauka, Sib. otd.,
Novosibirsk, 1974. [in Russian]

J. Becker, C. Pommerenke, Uber die quasikonforme Fortsetzung schlichten
Funktionen, Math. Z., 1978, 161, 69-80.

J. D. Depree, C. C. Oehring, Elements of Complex Analysis, Addison Wesley
Publishing Company, USA, 1969

E.M. Dynikin, Nonanalytic symmetry principle and conformal mappings. - St.
Petersburg Math. J., vol. 5, pp. 52311544, 1994.

D. Gaier, Lectures on Complex Approximation, Birkhauser Boston, 1987

V. Gutlyanskii, V. Ryazanov, On asymptotically conformal curves, Complex
Variables, vol. 25, pp. 3571366, 1994.

V. Gutlyanskii, V. Ryazanov, On the local behaviour of quasi-conformal
mappings, lzvestiya: Mathematics, vol. 59, no. 3, pp. 471-498, 1995,
V.Gutlyanskii, V. Ryazanov, On quasi-circles and asymptotically conformal
circles, Dokl. Ross. Akad. Nauk, vol. 330, no. 5, pp. 546-548, 1993; (English
transl., Russian Acad. Sci. Math., vol. 47, pp. 563-566, 1993).

D. Gaier, “On the convergence of the Bieberbach polynomials in regions with
corners,” Constr. Approx., 4, 289-305 (1988).

E. Hille, G. Szeg“o, and J. D. Tamarkin, “On some generalization of a theorem of
A. Markoff,” Duke Math., 3, 729739 (1937).

D. Jackson, “Certain problems on closest approximations,” Bull. Amer. Math.
Soc., 39, 889-906 (1933).

O. Lehto, K. Virtanen . Quasiconformal mappings in the plane, New York, Berlin
Heidelberg, Springer Verlag, 1973.

F. D. Lesley, “H"older continuity of conformal mappings at the boundary via the
strip method, ”Indiana Univ. Math .J. ,31, 341-354 (1982).552

D. I. Mamedhanov, “Inequalities of S.M. Nikol’skii type for polynomials in the
complex variable on curves,” Soviet Math. Dokl., 15, 34-37 (1974).

53



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]
[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

D. I.Mamedhanov,“On Nikol’skii-type inequalities with new characteristics,”
Doklady Mathem. 82, 882— 883 (2010).

G. V. Milovanovic, D. S. Mitrinovic, and Th. M. Rassias, Topics in
Polynomials:Extremal Problems, Inequalities, Zeros, World Scientific,
Singapore, 1994.

S. M. Nikol’skii, Approximation of Function of Several Variable and Imbedding
Theorems, Springer, New York, 1975.

Ch. Pommerenke, Boundary Behavior of Conformal Maps, Springer, Berlin,
1992.

Ch. Pommerenke, Boundary Behaviour of Conformal Maps, Springer- Verlag,
USA, 1992.

Ch. Pommerenke, S.E. Warschawski, On the quantitative boundary behavior of
conformal maps, Comment. Math. Helv., vol. 57, pp. 107-129, 1982.

L. Pritsker, “Comparing norms of polynomials in one and several variables,” J. of
Math. Anal. And Appl.,216, 685-695 (1997).

S. Rickman, “Characterisation of quasiconformal arcs,” Ann. Acad. Sci. Fenn.,
Ser. A, Math., 395, 1-30 (1966).

V. 1. Smirnov, ”Sur la theorie des polynomes orthogonaux a une variable
complexe,” J. Leningrad Fiz.-Math. Fellow., 2, No. 1, 155-179 (1928).

G. Szeg'o, “Uber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve der ~
komplexen Ebene  gehoren,” Mathem. Zeitschr., 9, 218-270 (1921).

G. Szeg" o, Orthogonal Polynomials, Amer. Math. Soc., New York, 1959.

G. Szeg'o and A. Zigmund, “On certain mean values of polynomials,” J. Anal.
Math., 3, 225-244 (1954).

P. K. Suetin, “The ordinally comparison of various norms of polynomials in the
complex domain, ”Mat. Zap. Ural. Gos. Univ., 5, (1966), No. 4, 91-100 (1966).
P. K. Suetin, “On some estimates of the orthogonal polynomials with singularities
weight and contour,” Sib. Math. J., VIII, No. 3, 1070-1078 (1967).

S. E. Warschawski, “On differentiability at the boundary in conformal mapping,”
Proc. Amer. Math. Soc., 12, 614-620 (1961).

J. L. Walsh, Interpolation and Approximation by Rational Functions in the
Complex Domain, AMS, Providence, RI, 1960.

54



OZGECMIS

KIiSISEL BIiLGILER

Adi, Soyadi: Zaripa TASBAEVA

Uyrugu: kirgiz

Dogum Tarihi ve Yeri: 14.10.1993 Kirgizistan ,Batken bolgesi
Durumu: Evli

Tel: +996 (771) 851084

email: Zaripatashbaeva@mail.ru

EGITIM

Derece Kurum Mezuniyet Tarihi
Yiiksek Lisans Kirgizistan-Tiirkiye Manas U~ ...,
Lisans Kirgizistan-Tiirkiye Manas U. 2016

Lise Manas Lisesi 2011

iS DENEYIMLERI

Yil Kurum Gorev
YABANCI DiL

Tiirkge

Rusca

Ingilizce

55



56



