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VOLTERRA III.CiNS LINEER INTEGRAL DENKLEM SiSTEMINi
VOLTERRA II.CiNSE iINDIRGEYEREK COZME

Uygulamal1 bilim dallarinda, bilhassa fizik ve miihendislik dalinin bir ¢ok
problemlerinde integral denklemlerle karsilasilir. integral denklemler genel olarak
coziilmesi daha zor denklemlerdir. Integral denklemler siniflandirmasi iginde Volterra
integral denklem sistemi mevcuttur ve uygulamali matematikte karsilasilan
problemlerin bazilarina ¢6ziim liretme ve mithendislerin karsilasacagi problemlere
altyap1 olusturma amacini tagir. Sistemlerin ¢6ziimii i¢in su ana kadar sunulmus genel
bir yontem yoktur. I.cins, 1l.cins integral denklem sistemlerinin ¢6ziimu igin birkag
standart yontem mevcuttur (Taylor polinom ydntemi gibi) , fakat Volterra I11.cins
integral denklem sisteminin ¢oziimii ile ilgili literatiirde pek fazla calisma yoktur. Bu
nedenle Volterra IIl.cins integral denklem sisteminin kismen de olsa incelenmesinin
faydal1 olacag diisiiniilmiistiir.Bu tez ¢calismasindaki amag verilen III. Cins Volterra
integral denklemini I1.cins Volterra integral denklemine indirgeyek ¢6ziim bulmak.
YOntem; sistemleri bir matris denkleme doniistiirmeye dayanmaktadir.

Anahtar sozclkler:  Volterra integral denklemi, cekirdek fonksiyon, rank, matris,
tirev , lineer
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Solving the system of Volterra Linear Integral equations of the I11.kind
by reducing it to the I1.kind.

There has been a big interest on the integral equations since they are the mathematical
model of many evolutionary problems arising from many parts of applied mathematics
i.e from biology, chemistry, physics and engineering. When one of the limits, lower or
upper, contain x as a variable these integral equations are called Volterra integral
equations and they are widely used to solve the problems arising from population
dynamics, epidemic diffusion, viscoelasticity and feedback control theory. The classical
methods have been used to find the solution of Volterra equations of the I. and I11.kind,
but however the system of Volterra integral equations of the Ill.kind has not been
widely considered yet. Therefore, 1 want to work on the special case of the Volterra
linear integral equations of the Ill.kind. In this paper, the system of Volterra integral
equations has been reduced to the 1l.kind, some conditions are accepted, the system is
interpreted into a matrix system and the unique solution is obtained.

Keywords: Volterra integral equations, kernel, resolvent, rank, matrix,

differentiate



ONSOZz

Gerek lisans egitimi ve gerek yiiksek lisans egitimi siirecinde integral denklemlerle
stkca karsilastigim igin Volterra Integral denkleminin kullanim alanin1 merak ettim ve
uygulamali matematik basta olmak tizere miihendislik ve benzeri bir cok alanda
kulamldigini 6grendim. Mesela biyoloji, kimya, fizik, mithendislik ve tiptaki gelismeleri
matematiksel modellestirme adina Volterra integral denklemine ihtiyag giin gecgtikge
daha da artmistir. Yukaridaki belirtilen alanlardaki problemler I.cins, II.cins ve IIl.cins

integral denklemlerine indirgenerek ¢6ziim bulunmaya calisilagelmistir.

iki y1llik yiiksek lisans egitimi program kapsaminda ilk y1l I.cins ve Il.cins integral
denklemler tizerinde duruldu, inceleme yapildi ve bir takim standart metodlar
kullanilarak ¢oziimler elde edilmeye ¢alisildi. Integral denklemler konusu genis alanda
ogrenerek , denklem ¢dzme yetenegimizi gelistirmeye ¢alistik. Ikinci egitim yilinda
danigman hocamla Volterra IIl.cins integral denklem sistemi iizerine ¢alisma yapmaya
karar verdim .Bu ¢alismada ise Volterra IIl.cins integral denklemi Il.cinse indirgenerek

tek ¢6ziim elde edilmeye calisildi.

Bana bu ilging konuyu 6neren ve ¢alisma ve arastirma siirecinde yardimlarin

esirgemeyen danigsman hocam Prof.Dr.Avit Asanov’a tesekkiirlerimi sunmak istiyorum.

Biskek 2010 Nasiykat ARZIBAYEVA
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SEMBOLLER LISTESI

t

'fu(s)ds u(s) fonksiyonuna gore integral alma

)

v her hangi bir

3 en az bir

0 . , P

= f(t) f (t) fonksiyonunun t’ye gore tiirevi

[t,. T] t, , T kapali aralig

Clt,.T] [t,, T] araligindaki biitiin siirekli fonksiyonlar uzay1

C [G] G araligindaki biitlin siirekli fonksiyonlar uzay1
rank A A matrisinin ranki1

= ancak ve ancak



GIRIS

Matematikte ve fizik, mihendislik vs gibi uygulamali bilim dallarinda bir ¢ok
problemler integral denklemlerle ifade edilirler. Integral denklemlerle ilk ugrasilar
19.ylizyilin ilk yarisinda baglamistir. Abel 1823 yilinda bir mekanik problemini
inceledigi esnada ilk defa integral denkleme rastladig1 bilinmektedir. Ancak integral
denklem deyimini Du Bois Reymond’un 1888’de yayinlanan bir ¢alismasinda 6nerdigi
bilinmektedir. Bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda olan denklemlere integral
denklemler denir. Genellikle karsilasilan diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen
fonksiyonun degisik tiirevlerinden olusurlar. Tiirev, fonksiyonun bir nokta ve hemen
yakmindaki degerleri kullanarak bulundugundan, diferansiyel denklemler lokal (yerel)
denklemlerdir. Integral denklemler ise biitiin uzay iizerinden integral alinmasi
gerektirdiklerinden global (evrensel) denklemlerdir ve genel olarak ¢ozilmesi cok daha

zor denklemlerdir.

Integral denklemler farkli dzelliklerine gore asagidaki gibi simiflandirilabilir. Lineer
ve lineer olmayan integral denklemler, tekil ve tekil olmayan lineer integral denklemler,
homojen ve homojen olmayan integral denklemler, integral denklemlerin yapilarina

gore smiflandirilmasi, Volterra ve Fredholm integral denklemleri.

Bu calismada Volterra Ill.cins lineer integral denklem sistemi ele alinarak, belli
kosullar 6ne siiriilerek Volterra I1l.cins integral denklemi II.cinse indirgenerek tek

¢Oziim elde edilmeye ¢alisilacak.

Calisma giris, birinci, ikinci ve tiglincii bolUm, sonug,6zet ve kaynaklardan
olugmaktadir.Birinci boliimde integral denklemlerin farkli 6zelliklerine gore
stniflandirilmast yaplimistir. Tkinci boliimde Volterra integral denklem sisteminin
¢ozlimii i¢in gerekli kosullar i¢in kullanilacak matrisin ranki ve Kronecker-Capelli
teoremi agiklanmistir. Uciincii boliimde genel Volterra integral denklemi i¢in tanim,
teorem ve lemma verilmistir ve Volterra IIl.cins lineer integral denklem sistemi
iizerinde islem yapilmistir ve verilen denklem sistemi matris sistemine doniistiirme

metodu kullanilarak tek ¢6ziim elde edilmeye caligilmistir.



BIiRINCi BOLUM

1. INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Integral denklemler farkli 6zelliklerine gore asagidaki gibi smiflandirilabilir.Lineer
ve lineer olmayan integral denklemler, tekil ve tekil olmayan lineer integral denklemler,
homojen ve homojen olmayan integral denklemler, integral denklemlerin yapilarina

gore smiflandirilmasi,VVolterra ve Fredholm integral denklemleri.
Son 1ki siniflandirmayi ele alacagiz.

1.1 integral Denklemlerin Yapilarina Gore Simiflandirilmasi

Integral denklemler, yapilarina gore ii¢ smifa ayrilir.

1.1.1 1. cins integral denklemler

Bilinmeyen fonksiyon u(x), cekirdek fonksiyon K(x,t) olmak lzere,

b
6(x) = [ K(x,thu(t)et (1)
seklindeki bir integral denkleme I. cins integral denklem denir. Bilinmeyen fonksiyon

sadece integral icinde mevcuttur. Burada ¢(x) fonksiyonu bilinen bir fonksiyondur.

Benzer sekilde,

6(x) = F(x) + [ K(x, u(tt B)
seklindeki bir integral denklem de yine I. cins integral denklemdir.
Burada da ¢(x) ve f(x) bilinen fonksiyonlardir. Ancak bu denklemler,

o(x) = (x) = y(x)

olmak tizere w(x) = j: K (x, yu(t)dt 3)

seklinde ifade edilerek (1) yapisinda yazilabilir.

x? = jol (x - tyu(t)dt (4)



1
ve X =x— joz xtu(t)dt (5)

gibi denklemler, I. cins integral denklemlere birer drnektir.

1.1.2 1l. cins integral denklemler
u(x) = [ K(x, (e (6)

veya u(x) = F(x) + L K(x, tu(tyt )

seklindeki integral denklemler ise II. cins integral denklemler sinifina girmektedir.
Goriildigi gibi, bilinmeyen u(x) fonksiyonu integralin hem icinde hem de disinda

bulunmaktadir.
u(x) = joxex”u(t)dt (8)

ve u(x) = 1+x+jozsin(x+t)u(t)dt @)

bu tur denklemlere birer 6rnektir.
1.1.2 111. cins integral denklemler

Bu iki cins integral denklemden bagka ¢(x), f(x) ve K(x,t) fonksiyonlar1 bilinen,

e = F(x) + [ "K(x, Hu(tydt (10)
seklindeki integral denklemlere ise IIl. cins integral denklemler denilir.

Ornegin, XU(x)=1-e™ + j; x2t2u(t)dt (11)

denklemi I11. cins bir integral denklemdir.



Ozel olarak ¢(x) =0 ise (10) denklemi I. cins bir integral denkleme, ¢(x) =1 ise ayn1

denklem II. cins bir integral denkleme doniigmektedir. Buradan I. ve II. cins integral

denklemlerin, 111. cins integral denklemlerin birer 6zel hali oldugu goriilmektedir.
1.2. Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri

Integral denklemler integral simirlarinin defisken veya sabit olmasina gore de

siniflandirilirlar. Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakmasizin,
M@:fKuxwmm
u(x) = [ K(x, hu(t)dt

Mmzﬂm+fKu¢wmm

memzﬂm+EKa¢wmm

gibi denklemlere Volterra Integral Denklemleri denilmektedir. Bu tiir denklemlerde,
integral isaretinin iist sinirinda (veya sinirlarindan birinde) X degiskeni bulunmaktadir. x

degiskeninin X=Db gibi sabit bir degere esit olmasi halinde yazilabilecek,
Mmszuﬂwmm
b
u(x):j K(x, t)u(t)dt

wmzﬂm+ﬁKuxmmm

M@M@:H@+EK@JN@&

seklindeki denklemlere ise Fredholm Integral Denklemleri denilmektedir .\Volterra ve
Fredholm integral denklemleri arasindaki tek fark bu sinir yapisinda ortaya ¢ikmaktadir.
Ancak bu iki denklem tiirliniin incelenmesi, zaman zaman i¢ i¢e girmis bir goériiniim

verebilmektedir.



Ornek 1. Asagidaki
r
u(t) = f et Fu(s)ds +e*, te [0,1]
o
denklemini ¢oziniiz.

Cozim: Gorlindiigii gibi verilen denklem Volterra’nin Il. turdeki lineer integral

denklemidir.

u(t) = f(t)+_t[R(t,s) f (s)ds

u(t) = j a(t)B(s)u(s)ds+ f(t)  kuralindan

t

ja(r)ﬁ(r)dr

R(t,s) = a(t) B(s)e:

a(t)=¢', B(s)=¢""°

t
ee fdr Idr
. t-s_t-s

R(t,s) =e' e =gt =g =Y

t t t

u(t)=e” + f e a2 ds =¥ + je”ds =% +e*
0

0 0

u(t) =e”(t+1)

=e? +te?

Ornek 2. Asagidaki

ult) = J ts?u(s)ds + t%, te [0,1]

o
denklemini ¢6zlnuz.

C0Ozum: Gorlindiigii gibi verilen denklem Fredgolm’un Il. tirdeki lineer integral

denklemidir.



u(t) = J'tszu(s)ds+t2 te[0,1]

1
u(t) =t jszu(s)ds +t2 = u(t) =tc, +t°
0

| —
G
1 1 1 S4 S5
¢, = [ sPu(s)ds =_|'sz(scl+sz)ds :I(s3c1+s4)ds :Ic1+g 0=

0 0 0
Teilo -2 o=t
45 15 15



IKINCi BOLUM

2. MATRISIN RANKI VE KRONECKER -CAPELLi TEOREMIi

2.1 Matrisin Ranki

Tanmm: Bir A matrisi verilsin. A matrisinin basamak bi¢ime doniistiiriiliisii olan

matrisin, sifirdan farkl satirlar sayisina A matrisinin ranki denir ve r(A) ile gosterilir.

Ornek.
1 2-10
0o 2 1 2 C L
A= kare matrisinin rankini bulun.
-2-4 20
1 1 11
C6zum:

A matrisinin 1. satirin1 2 ile ¢arpip 3.satirina ve l.satirim -1 ile ¢arpip 4.satirina

ekleyelim.
1 2-10
0 2 12 , . ) T
A~ 0 0 00 Elde edilen matriste 3.satir ile 4.satir1 yer degistirelim.
0 -1 21
1 2-10
0 2 12 ) ) .
~ 0.1 21 Bu matriste 2.satir1 4 ile ¢arpip 3.satira ekleyelim.
0 0 00O
1 2-10
0 2 1 2
~ matrisinde sifirdan farkli en az bir eleman igeren satir sayisi
0 0 % 2 ¢ Y
0 0 0 O



U¢ oldugundan r(A) =3 tir.

Rank tanimindan anlagilacag: gibi, denk matrislerin ranklar1 ayni sayidir.

2.2 Kronecker-Capelli teoremi.

A—mxn, X —nx1 ve B—mx1 matrisleri verilmis olsun. r =rank(A) ve

r, =rank(A,B). O zaman

1. Eger r,=r ise, AX =B sisteminin ¢ozimi yoktur

2. Eger r,=r=n ise, AX =B sisteminin tek ¢dziimii vardir

3. Eger r,=r<n ise, AX =B sisteminin n—r kadar parametreye bagl ¢oziimii
vardir

Yani n bilinmeyenli m denklemden olusan dogrusal denklemler sisteminin en az bir
¢Oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sistemin matrisinin rankinin genislemis

matrisin rankina esit olmasidir. Sadece rank n oldugu durumda ¢6ziim tektir.



UCUNCU BOLUM

3. VOLTERRA LINEER INTEGRAL DENKLEM SiSTEMIi

3.1 Volterra Integral Denklemi

Tanmm 1:

Integral denklemler integral simrlarinin degisken veya sabit olmasina gore de

siniflandirilirlar. Lineer ve homojen olup olmadiklarina bakmasizin,
o(x) = j K (x, t)u(t)dt
u(x) = j K (x, t)u(t)dt
u(x) = f(x) + j K (x, t)u(t)dt

d(x)u(x) = F(x) + j K (X, t)u(t)dt

gibi denklemlere Volterra Integral Denklemleri denilmektedir.

Tanum 2:

u(t)=.t|'K(t,s)u(s)ds+ f(t) telt,T] (1)

f

K (t,s) -¢ekirdek fonksiyon, f (t)-bilinen fonksiyon, u(t) -bilinmeyen fonksiyon

K(t,s)e G={(t,s) it,<s<t<T }

R(t,s) = j K(t,7)R(t,z)dz + K(t,s) F(t) (t,5)eG )



denklemini saglayan R(t,s) fonksiyonu (1).denklemin veya K(t,s)fonksiyonunun

rezolventi diye adlandirilir.

Tanim 3:

K (t,s) fonksiyonu K(t,s) = a(t) 5(s) seklinde yazilabiliyorsa o zaman

R(t,s) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.

t

ja(r)ﬁ(r)dr

R(t,s) = a(t) f(s)e:

Teorem 1:
u(t)=.t|'K(t,s)u(s)ds+ f(t) telt,T] (1)
R(t,s)=jK(t,r)R(t,r)dr+ K(,s)f(t) (t,5)eG 2

K (t,s) fonksiyonu G araliginda siirekli ve f (t) fonksiyonu [t,,T] araliginda siirekli ise
1) (2). denklemin C(G) uzayinda tek ¢oziimii vardir

i1) (1).denkleminin ¢dziimiiniin bulunmasi i¢in

t
u(t) = f(t)+ J. R(t,s) f(s)ds te[t,,T] denklemi kullanilir.

to



Lemmal:

j: K(t,s)ds te[t,T]
%K(t,s)eC[G], G={(t,s):t,<s<t<T} ise

0

0 zaman —
ot

[jK(t,s)dsj: K(t,t)+I§K(t,s)ds

3.2 Volterra IIL.cins Integral Denklem Sistemi

Volterra IIl.cins integral denklemi verilmistir.

A(t) —2x2matris, K(t,s)—cekirdek fonksiyon, f (t)— bilinen fonksiyon,

u(t) — bilinmeyen fonksiyon.

Ayrica f (t) fonksiyonu [t,,T] araliginda siirekli fonksiyondur.

A(t)u(t):jK(t,s)u(s)dH f(t) teft,T] (1)

f

(a a,®) . (w0 (Kats) Kus)) . (O
A _[am(t) azz(t)] ' ‘[uzmj’ R ‘[Kﬂ(t,s) Kn(t,s)j’ o ‘(fza)] [°]

a,(t)=0 olursa rank(A)=1 olur

rank(A) =1 < ay,(t) =a(t)a,(t), a,(t)=a(t)a,(t)

(1). sistemi matris sistemine doniistiirdiigiimiizde asagidaki sistemi elde ederiz



all(t) alz(t) ul(t) _j‘ Kll(tis) KlZ(t’S) ul(s) dS+ fl(t)
2, (1) a,1))u,)) {(K,(ts) Ky,(ts))lu,(s) f,(t)

Lau(oul(t) 3, 0,0 = [ [K, (6 5),(9) + K,y (6 5)u, (5)]ds + £,()

8,0 (DU (0) + 2, (U (1) = [ K16, 8)0,(5) + Koy (1, )u, ()] ds + 1, (1)

B(t) : genislemis matris

Lan(t) a,, (t) '[: [K,(t,s)u,(s) + K, (t,s)u, (s)]ds + f(t)
B(t) = °

a,(t) a,l(t) J': [K,. (t,s)u,(s) + K, (t,s)u,(s)]ds + f,(t)

F.(t)ve F,(t) ’yi sOyle tanimliyoruz.
F() = [ [Ki(t9)u(8) + K,y (t,5)u, (5)]ds + £,()

F(t) = I: [K, (t,s)u,(s) + K, (t,s)u,(s)]ds + f,(t)
rank(B(t)) =1 < F,(t) = a(t)F,(t) < F,(t)—a(t)F,(t)=0 yani

[ Kot (6, 9)U,(5) + Ko, (t,8)u,(5) s + F,t) =

2] [Kys(t)Us(5) + Ky (t,5)u,(5) Jds + ) £,(1)

[ 11K (69~ 0K, (.91, (8) + [K(t,5) ~ DKo 6, 5)u (5) s
= a(t) f,(t) - f,(t)

)

©)

(4)



(2)’nin ikinci denkleminden ve (4) ten asagidaki sistemi elde ederiz.

8, (DU, () + 2, (O, (1) = [ [Kyy (6, 9)Uy(8) + Ky (, 5)u, ()] ds + £,(1)

JA: {[K21(t’ s)—a(t)K,(t, S)]ul(s) +[K22 (t,s) —a(t)K,(t, S)]UZ(S)} ds = a(t) f,(t) — f,(t)

()
(5) in 2.ci denkleminin her iki tarafindan da t’ye gére tiirev almak i¢in yukaridaki
Lemma 1’e bagvurarak asagidaki sonuca ulasiriz.
24, (DU (0) + 24, (00,0 = [ [Kia(6,5)04(9) + Ko (4,9 (5)]ds + £,(0)
[K21(t't) —a(t) Kll(t!t)] u, (t) + [Kzz tt)—a(®K, (tat)]uz(t) =
(6)

t]| o 0 0 0
J‘to{[&(a(t)Kn(t’ S))_E Ko (L, S)j|U1(S) +{a(a(t) Klz(tvs))_ngz (t, S)j|U2(S)}dS +

0 0
a(a(t) f1(t))_a f,(t)

(6) y1 matris sistemi seklinde yazarsak



P() :[ (1) a,,(1) } " :(ul(t)]
K21(tlt)_a(t)K11(t1t) Kzz(t,t)—a(t)KIZ(t,t) uz(t)

[at(a(t)Kll(t S)) 8t Ky (t,s) a(a(t)Klz(t,S))—aK

(1)
g()_[a( (1) f(t)]

t
sagdaki denklemi elde ederiz P(t)u(t) = [ M (t,s)u(s)ds+g(t) te|t,, T
g 9 0

f

Sartlar :

i) detP(t)=0, Vte[t, T]< 3 P(t) dyleki P (t)P(t) = IMZ[E(D
i) a(t,)f(t,)- f(t)—O
i) 3 —a(t) —f(t) f(t)eC[t TI;

0
at

O zaman (7) bu hali alir

u(t) = j PH(t)M (t,s)u(s)ds+P*(t)g(t)

f

K, (t,s) K., (t,s)
(1 s)} ’

(7)

K, (t,s), Klz(t s) K, (t,s), %Kzz(t,s) eC[G] ,G ={(t,s):t, <s<t<T}



Teorem.

(i),(i1) ve (iii) sartlar verilmis olsun. O zaman (1) ve (8) denklemleri birbirine denktir,

yani (1) denkleminin verilmis sartlar altinda tek ¢6ziimii vardir.

Ornek 1.

A(t)u(t)=j'K(t,s)u(s)ds+ f(t) telt,T] (1)

to

At_1t t_ul(t) Kt—s 0 ft—l
()_(t tz)' u()_[uz(t)’ (’S)_(ts 1+t—s]’ ()_(J

r(A)=1 t,=0,T=1, a(t)=t
F,(1) =a ()R (1)
jot [tsu,(5) +(L+t—5)u,(s) |ds +1) :th‘ [sU, () + 0eu, (s)]ds +1

{ul(t)ﬂuz(t) = [ [su,(s) + 0vu,(5)] ds +1
’ )

J'(: {[ts—ts]u,(s) +[(L+t—s)—t-0]u,(s)} ds =t —t

(2) nin ikinci denkleminden t’ye gore tiirev alirsak,
U, (t) +tu, (t) = I;sul(s)ds +1
t|| O 0 0 0 0 0
u,(t) = J'O {a(ts) - a(ts)}ul(s) + [a(to) - a(1+t —s)}uz(s)}ds + a(t 1) - at
t
uz(t)z_fo—uz(s)ds: u,(t)=0

u (t) = I;sul(s)ds +1



u(t)=[ a®pEuEds+ () telt,T]

u(t)= f(t)+j: R(t,s) f (s)ds

a(r)pB(r)dr

R(t,s) = a(t)ﬂ(s)ej:
[1]

ul(t)z_[;sul(s)ds +1 here a(t)=18(s)=s

2 2
t S
zd

S

2 s? t
then R(t,s):seJ "=ge? ? ul(t)=1+_[ttR(t,s)-lds:1+e2 :e 2sds =

t

2 t2 t2 t2
1+e? [l—e 2J_1+e2 —1=¢e?

t2
u(t)=e?

kontrol :

H IR

12 2 §? t {2 02 {2

e? +O:f;se7ds +1=>1+e

|
I
[E
+
(9]
~|
|
(9]
~|
Il
(9]
~|

-
)

t

t s? . s [ ¢
te 2 +O=j0tse2ds+t=tjose2ds+t={e2 —1J+t:te2 —t+t=te

|



Ornek 2.

A(t)u(t)zj.K(t,s)u(s)ds+ f(t) telt,T] (1)

f

At—1t t—ul(t) K(ts)=| ° 0 ft—t
()_(t tzj’ i = u,(t) )’ 8 )_(ts 1+t—s]’ ()_[th

r(A)=1 t,=0,T=1, a)=t

F,(t) =a(t)F(t)
j; [ tsu,(s) + (1+t—s)u,(s) |ds +2t) :tJ‘; [su,(s) +0eu,(s)]ds +1

u, (t) + tu, (t) = jo [sU,(s) +0°U, ()] ds +

j; {[ts—ts]u(s) +[@+t—s)—t-0]u,(s)} ds =tet — 2t

u, (t) + tu, (t) = _f;sul(s)ds +t

t{| 0 0 0 0 0 0
u,(t) = J'O{{a(ts)—a(ts)}ul(s) +[a(t-0)—a(1+t —s)}uz(s)}ds +a(t-t) _EZt

u, (t) = j;—uz(s) ds+2t—2  uy(t)+tu,(t) = J'Otsul(s) ds +t
u(t)z.[t:a(t)ﬂ(s)u(s)dSJrg(t) te[t,T]

u(t)=g(t) +j; R(t,s)g(s)ds

7)p(r)dr

R(t,S) = a(t)ﬁ(s)ef:“‘ )

O zaman «a(t) =1, p(s)=1,9(t)=2t-2

u, (t) = jO‘ —u,(s)ds+2t-2 = —j;1-1-u2(s) ds+2t—2



t t —J"l-ldr
uz(t):—jol-l-uz(s)ds+2t—2 uz(t):2t—2—jol-1-e5 (2s-2)ds

)

2t—2-2e™ (tet—et+e°—(et—1)):2t—2—2t+4—4e’t =—4et+2

t
s
—€
0

u,(t) = 2t—2—2e‘t_|.;(es-s—es)ds= 2t—2—2e“(seS —e°

u,(t)=-4e™" +2

u, (t) + tu, (t) = j;sul(s)ds +t
t t —J“l-ldr
uz(t)=—j01-1-u2(s)ds+2t—2 uz(t)=2t—2—j01-1-e < (25 -2)ds

J

2t—2-2¢" (tet—e‘+e°—(et—1))=2t—2—2t+4—4e’t = 4et 42

t
s
—€
0

u,(t) = 2t—2—2e't_|.;(es-s—es)ds: 2t—2—2e“(seS —e’

t t 7j'1-1d¢
uz(t)=—j01-1-u2(s)ds+2t—2 uz(t)=2t—2—j01-1-es (25-2)ds

J

2t—2-2¢" (tet—e‘+e°—(et—1)):2t—2—2t+4—4e" ——det 42

t
s
—€
0

u,(t) = 2t—2—2e’tj;(es-s—es)ds= 2t—2—2e‘(ses —e°

u,(t) =—4e" +2
U (t) + tu, (t) = jo‘sul(s) ds +1

u(t)—4te™ +2t= L: su,(s)ds+t=u,(t) = I; su,(s)ds + 4te™ —t
—_—

g(t)

LM =90+, seh g (s) ds



SONUC

Integral denklemlerin tarihgesine kisaca deginildi ve genel olarak integral
denklemlerin siniflandirilmasi yapildi. Volterra II.cins lineer integral denklemine 6rnek
verildi ve ¢oziimi yaplidi.

Calismada kullanilmasindan dolay1 Matrisin ranki tanimi Kronecker-Capelli

teoremi verildi. Bir kare matrisinin rankini bulma 6rnegi verildi ve yaninda ¢oziimii de
elde edildi.

Volterra integral denkeminin temel tanim, lemma ve teoremi verildi. Bu temel
kurallar verilen Volterra I1l.cins lineer integral denklemininin ¢6zimunu incelerken
kullanildi ; ranki 1’ esit olan A matrisi kullanildi, Kronecker-Capelli teoremi geregince
genislemis B matrisinin ranki A matrisinin rankina esit olarak segildi. Integral denklem
sisteminin her iki tarafindan da tiirev alma islemlerinden sonra sistem matris sistemi
seklinde yazildi. Belli kosullar 6ne siiriilerek Volterra IIl.cins integral denklemi I1.cinse
indirgendi . Iki tane Ornek verilerek ikisinde de tek ¢oziim elde edildi.



KBbICKAYA BASH

WHuTerpannbik TeHaeMenepArH KbICKaua TapbIXbl OasHAaAbl )KaHa HHTET PaJIIbIK
TeHJIeMeJepANH JKalIbl KjJaccupukanusacel 6epunnu. Bonreppansin I1.rypaery

HUHTCIrpaJIAbIK TCHACMCCUHC MU CAJT KCITUPHUJINIT YbITapbLIIJIbI.

I[HCCGpTaI_II/ISIHBIH HCTHU3TU TEMACbIHA KapAaM4bl KaTapbl KOJIJOHYJITaHABIKTAH
MAaTpHUI[aHbIH PAHT'BI JKaHa KpOHeKep Kanenan TCOPEMACBIHbIH AHBIKTaMaChbl 6epI/IJ'I,HI/I.

Mucan katapbl 6epuiared A MaTpUIIACHIHBIH PAHTBI TAOBII/IbI.

BonTeppa unTerpanabik TeHaeMecuHe OalIaHbIIITYy TaKail KOJIOHYJITaH aHbIKTama,
JeMMa kaHa Teopemaiiap oepwinu. bepunren maaneimartap Bonreppansin II1.Typoery
MHTErpajiblKk TeHJEMECUHUH YbITapbUIbIIIbIH U3UIA06/16 KOJIJOHYJIAY. ATal alTcak,
panrsl 1-re 6apadap A maTpumace! Tanaaabl )kana Kponekep Kaneniam teopemachiHbIH
aHBIKTaMachl 0OIOHYA KeHEUTHJITeH B- MaTpUIlachIHBIH paHThl A MaTPUIIACHIHBIH
paHrbIHa Oapabap 00JATOHY YUYH OCpHIIreH HHTEr PAIIBIK TCHICMCHHIH JKaJIT b3
YBIraPBUTBIIIKA 3 OONTOHAYTY KEUN YBIKTHL. MHTerpanabik TeHIeMeH! MaTpHUIla
TYpyYHA® *ka3bil, Bonreppansin [Il.Typnery narerpanaeix Tenaemecu Il.typre
KEeNTUPWINIL, OUp KaHYa IapTTap KOKWJIYH, TEHAEMEHUH aJbl3 YbIrapbUIbIIIKA 33
OONTOHIYTY Tyypajayy TeOpEeMaHbIH JAUIIO6CY KOPCOTYITY. DKU MHUCAI OCSpHITHIT

YbITapbUIbIIIBI Ta6bIJIII bI.
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