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IKINCI MERTEBEDEN LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN
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KISA OZET

Bu tezde ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerde hareketli sinir deger problemi

icin Green fonksiyonu tiretilmistir.

Birinci bolimde, diferansiyel denklem igin gerekli olan genel tanimlar ve bazi temel
teoremler verilmektedir. Ikinci boliimde, smir deger problemi ve Green fonksiyonu
hakkinda tanimi ele alind1. Ugiincii boliimde ise ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerde hareketli sinir deger problemini ¢6zmek icin Green fonksiyonu

olusturulmus ve bundan yararlanarak yeni bir formiil elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Green Fonksiyonu, Baslangi¢ Kosullari, Lineer Denklemler, Ikinci

Mertebe.
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AHHOTAIIUA

B sroif auccepranuu paccmarpuBaeTcss nocrpoeHue (GyHKIMM I'puHa JUIs pelieHus
muHerHoro auddepeHnnanbHOr0 ypaBHEHHsST BTOPOTO TOpPSAKAa C  MOJBHIKHOM
TpaHuULICH.

B mepBoit wactu ObuM AaHBI 00IIME ompeaercHUus MUQPepeHINaTLHOTO YpaBHEHUS,
TaK)Ke ObUIM JIJaHbl OCHOBHBIE TEOPEMBI C JI0Ka3aTeabCTBOM. BO BTOpOIl yacTu maHbl
uHpopMauuu O KpaeBol 3amaun M ¢yHkumum I'puHa. A B TpeTbeil uacTu Oblia
noctpoeHa ¢yHkuus ['puHa, Takke mnonydeHa (opmyia Ui pelIeHUs JUHEHHOTro

QG epeHIaIbLHOr0 YPaBHEHUS BTOPOTO MOPS/IKA C ITOIBUKHON TPAHUTICH.
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BTOPOM MOPSIOK.



THE LINEAR DIFERENTIAL EQUATIONS OF THE 2"° ORDER WITH A
MOVING BOUN
Kalima MOLDOKULOVA
Kyrgyzstan—Turkey Manas University, Institute of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, December 2014
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ElIman HAZAR

ABSTRACT

This thesis reviews the construction of the Green function for this olution of a linear
second dorder differential equation with a moving boundary. A general definition of
differential equations is givenin the first part of this thesis followed bybasic theorems
with poofs. The theorem with proof of the existence of the Green's function is given in
the second part of the thesis. The third part is devoted to the Green's function, as a
formula for the solution of a linear second order differential equation with a moving

boundary.

Keywords: Green's function, initial conditions, linear equations, the 2 "order.
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SEKIL LISTESI

Sekil 1: Iki alanli, x < t ve x > t, Green fonksiyonunda [6]
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GIRIS

Diferansiyel denklemlerin tarihi 17. yuzyilda Newton, Leibnitz ve Bernoulli’nin
geometri ve mekanikteki problemlerde ortaya ¢ikan bazi birinci ve ikinci mertebeden
basit denklemleri ¢6zmesi ile basladi. Bu ilk kesifler; geometrik ve fiziksel problemlere
dayanan tum diferansiyel denklemlerin ¢ozimlerinin kalkuliisiin temel fonksiyonlari
cinsinden yazilabilecegini tavsiye ediyor gibiydi. Bu nedenle ilk c¢alismalarin g¢ogu;
diferansiyel denklemleri ¢bzmek igin kalkuliisun bilinen fonksiyonlarina sadece sonlu
sayida toplama, ¢ikarma, b6lme, komposizyon ve integrasyon islemi uygulayarak ustaca

teknikler gelistirmeye yonelikti.

Ancak, ¢ok gecmeden goreceli olarak az sayida diferansiyel denklemin elemanter
yollarla ¢oziilebilecegi ortaya ¢ikti. Yavas yavas, matematikgiler tiim diferansiyel
denklemleri ¢ozmek igin yontemler kesfetmeyi denemenin umutsuz oldugunu fark
etmeye basladilar. Bunun yerine, verilen bir diferansiyel denklemin ¢ézimunin olup
olmadigini, ne zaman oldugunu sormanin ve ¢Oziim varsa ¢ozimiun ozelliklerini
diferansiyel denklemin kendisinden elde etmeyi denemenin daha verimli oldugunu
gorduler. Bu cergevede matematikgiler, fonksiyonlarinin yeni kaynaginin diferansiyel

denklemler oldugunu diisiinmeye basladilar.

1820 yilinda Cauchy, diferansiyel denklemler icin ilk varlik teoremini elde etti.
Cauchy, y’' = f(x,y) tipindeki her diferansiyel denklemin, f(x,y) nin belirli genel
kosullar1 sagladigi zaman, bir ¢6zimu oldugunu ispat etti. Bilinmeyen fonksiyon ile

onun tiirevleri arasindaki bagintiya diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel denklemler uzun yillardir, diinyada ¢ogu fiziksel bilimler ve miihendislik
dallarinda 6nemli bir yer tutmaktadir. Bilim adamlart ve muhendisler genellikle
degisime ugrayan sistemleri incelerler ve diferansiyel denklemler miihendislere bir
sistemdeki anahtar degiskenlerin degisimini inceleme ve fiziksel olay1 daha iyi anlama

olanag getirir.


http://www.trvikipedi.com/diferansiyel-denklemler-nedir-videolu-konu-anlatimi/

Green fonksiyonu; matematikte homojen olmayan diferansiyel denklemlerin, istenen
siir kosullart altinda ¢oziilmesinde kullanilan bir yontemi ve bu yontemle iligkili olarak
hesaplanan fonksiyonu belirtmekte kullanilir. ilk kez matematikci George Green

tarafindan kullanilmistir.

Bu tezde ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerde hareketli sinir deger problemi

icin Green fonksiyonu olusturmak ve 6rneklerle bunu géstermek hedeflenmistir.


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=George_Green&action=edit&redlink=1

BIiRINCi BOLUM

1. DIFERANSIYEL DENKLEM HAKKINDA GENEL BILGILER

Tamm 1: Bir fonksiyon ve bu fonksiyonun tirevlerini iceren bir denkleme diferansiyel

denklem denir. Asagida diferansiyel denklem 6rnegi gorilmektedir:
V'-2y'+3y=x

Bir diferansiyel denklemdeki en yiksek mertebeden turevin mertebesine o diferansiyel

denklemin mertebesi denir.

Ormnegin, y'+y=2x+2 ve (1+e*)y'=e*” birinci mertebeden, y"+12y=0 ve
y'-2y'+3y=x ikinci mertebeden y"-2y"+x*y'—y=x Uclinci  mertebeden
diferansiyel denklemlerdir. Pratikte en ¢ok karsilasilan diferansiyel denklemler birinci

veya ikinci mertebedendir.

Bir diferansiyel denklemde vy, y’, y"... yerine, bir y = f(x) ve bunun f'(x), f"(x),...
tirevleri kondugunda denklem o6zdes olarak gerceklenirse, y = f(x) diferansiyel

denklemin bir ¢6ztm olur [1].

1.1 IKiNCi MERTEBEDEN LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
TANIMI

Tanim 2: Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler P, Q ve R x’e bagh

degiskenler olmak izere su sekildedir:

y' +Px)y +Q(x)y = R(x)

Burada R(x) terimi, icerisinde y ve tirevleri bulunmayan tim ifadeleri temsil eder ve

bu ylizden homojen olmayan terim adin1 alir [2].

R(x) = 0 durumunda ise denklem homojen olur [3].



1.2 IKINCi MERTEBEDEN HOMOJEN LIiNEER DIiFERANSIYEL
DENKLEMLERIN iINCELENMESI:

y' + Py +Qx)y =0

denklemi genel olarak integre edilmez. Simdi baz1 6zel halleri inceleyecegiz. Denklemi

kisaltmak i¢in,

D) =y +Px)y +Qx)y

koyalim ve y,; ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir 6zel

¢6zUmi olsun. Bu durumda
Y Py +Q(x)y, =0
ve kisaca
D(y:) =0
olur. Once bu diferansiyel denkleme ait bazi teoremleri gosterelim.

Teorem 1: y,, ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir 6zel

¢ozimi ise, C bir keyfi sabit olmak (zere, C y, de bu denklemin bir 6zel ¢6zimudur

[4].
Ispat:
D(y)=0
olacagindan,
D(Cy,) = CD(y,) =0
oldugu kolayca goriiliir.

Su halde, y; ve y,ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denkleminin farkli

¢OzUmleri ise, bunlarin orani sabit degildir [4]



%
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Teorem 2: y, ve y, ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin iki 6zel

¢cozimi ise; C; ve C, iki keyfi sabit olmak Uzere,

y = Ciy1 + C2y2

ifadesi bu denklemin genel ¢ozimuddr [4].

Ispat:
Gercekten, y,; ve y,0zel ¢ozimler oldugundan
D(y,) =0, D(y;)=0
dir. Diger taraftan
D(C1y1 + C2y2) = D(Cyy1) + D(Coy2)
yazilir. Oysa
D(Cyy,) = C:D(y,) =0, D(Cy;) = C;D(y;) =0
oldugundan
D(Ciy1 +Coy2) =0
bulunur. Su halde
y=0C6y+ Gy,

esitligi ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir ¢ozimudur ve iki

keyfi sabite (parametre) bagli oldugundan genel ¢ozimdur [4].

Teorem 3: ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir 6zel ¢ozumii

bilinirse denklem entegre edilir [4].



ispat:

Ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemi, D(y) = y" + P(x)y'+

Q(x)y = 0 ve bu denklemin 6zel ¢ozlmlerinden birisi y; olsun.
y, 6zel bir ¢6zim olsun:
D(yy) =y"; + PXy; + QX)y, =0
u, bilinmeyen fonksiyon olmak Uzere
y=Xu
koyalim.
Y =yu+ yu y'=y"u+t 2y u+yu”
olur. Buradan diferansiyel denklem
y' u+ 2y’ u +yu + Py, utyu)+ Q)yu=0
veya,
uD(y;) +yu” + [Zy'1 +P(X)y;Ju =0
seklinde yazilir;
D(y;) = 0 oldugundan,
yu' + [Zy'1 + Py |u'=0

elde edilir. Bu denklemde

koyarak



ve buradan

dv ,
gt [2y, + P()yi]v =10

dv 2y +y,P(x
dv 2y, yl()dx
Y1

yazilir ve bu son denklem igin degiskenlerine ayrilmistir denir. Entegre ederek

v=F(x_C)
ve
du = vdx
oldugundan
du = F(x,C,)dx
u==G(x0Cy,C)
elde edilir.
y = yu

dir; su halde g6z 6nune alinan diferansiyel denklemin genel ¢6zimu
y =y1G(xCy, C3)
olur [4].
Ornek 1:
x2y" +4xy' + 2y =0
denkleminin bir 6zel ¢ozumi y = i oldugu bilindigine goére bu denklemin genel
¢6zUmund bulunuz [4].

Cozim:



y - X
doniistimiiniin birinci ve ikinci tiirevleri alinirsa

! 1 1 ! 143 2 2 ! 1 143
=—=u+-u ==-u—-=u+-u
y +X ! y x3 x2 +x

elde edilir. Diferansiyel denklem, kisaltmadan sonra,

xu +2u =0
olur.
u’ = v koyarak,
Cq
e
ve buradan
C
u= _1 + CZ
X

elde edilir. Sonug olarak

y= % + % bulunur [4].

1.3 iIKiNCi MERTEBEDEN HOMOJEN OLMAYAN LIiNEER DiFERANSIYEL
DENKLEMIN INCELENMESI:

Ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemi D(y) = y" + P(x)y’ +

Q(x)y = R(x) ve genel ¢coziimude
y = Cyy1 + Cay2
olsun. Burada y,ve y, iki farkli 6zel ¢6zUmdur:

D(y1) =0, D(y,) =0



Simdi, ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin genel

¢OzUmUn{ belirlemek icin sabitin degisimi metodunu kullanacagiz;
y + Py +Q(X)y = R(x)
yani
D(y) = R(x)
denklemini g6zénune alip bu denklemin
y =C®)y; + )y

seklinde bir ¢oziimiinii arayalim. Burada C, ve C,, belirlemek istedigimiz bilinmeyen

fonksiyonlardir. Boyle bir ¢dziim var ise bunun

D(y) = R(x)

denklemini gergeklemesi lazimdir. Fakat bu suretle, iki fonksiyonu belirlemek igin
elimizde sadece bir baginti bulunmaktadir. Bu sebepten, bu iki fonksiyonun sagladigi

diger bir bagintiy1 bulabiliriz.

y = Ci®y, + &)y,
fonksiyonu’nun tiirevini alarak

y =Chy, +Ciy'; +Chy, + Gy,

yazilir. Burada C; ve C, fonksiyonlar1 i¢in

Ciy, +Cy, =0 (1)
sartin1 kosarak

y=Cy,+Cy,

ve

y =Chy| +Chy,+Cy", + Coy",



bulunur. y, y' ve y" nin bu ifadelerini diferansiyel denklemde yerine koyalim;
Cy', +Chy,+Cy", + Coy", + PGR)(Cry | + Cay,) + Q(X)(Cyy, + Cay,) = R(X)
veya
C,D(y,) + C:D(y,) + C'y, + Cay, = R(x)
yazilir; ve
D(y1) =0, D(y2) =0

oldugundan

Chy, +Chy, =R(X) (2)
kalir, (1) ve (2) denklemlerinden C’; ve C’, bulunur:

__ Y
yly’2 - yZy’1

Y1

Cll = - R(X), C'Z B E——
Yy, =Yy,

R(x)

Buradan iki integrasyon ile C; ve C, birer keyfi sabite bagl olmak iizere belirlenir:

C =[-——2—RXdx+Kj,
! f Y1¥Y 7YY (X) X+ !

— Y
C = — R(x)dx + K, [4].

Teorem 4: Ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin genel
¢ozimi; ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin genel ¢dzimine,
ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin bir 6zel ¢6zimi

ilave edilerek elde edilir [4].
Ispat:
Gergekten
D(y) = R(x)

ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii olsun:
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D(z) = 0.

y=u+z
koyarak
D(u+z) =R(x)
ve buradan
D(u) + D(z) = R(x)
yazilir.

D(z) =0 ve D(u) = R(x)
oldugundan y = u + z fonksiyonu
D(y) = R(x)
denkleminin genel ¢ozimudur [4].

Teorem 5: ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir 6zel ¢ozimii
bilinirse ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem entegre
edilebilir [4].

ispat:
Gercekten,

D(y) =0
denkleminin bir 6zel ¢6zimi y, olsun.

D(y) = R(x)

denkleminde
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koyalim,
y = y'lu + ylu', y = y"lu + 2y'1u' + ylu”
Oldugundan D(y) = R(x) denklemi,
D(y,) +yu' +[2y, +y,PX®u' = R(Kx)
veya y, fonksiyonu D(y) = 0 denkleminin bir ¢c6zimi oldugundan
D(y1) =0
dir ve u’ =v koyarak
yIV' + [2y'1 + ylP(x)]V = R(x)

yazilir. Bu birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemdir. Bu denklemi entegre

ederek v, ikinci bir integrasyonla u ve sonucta y bulunabilir [4].
Ornek 2:

xzy” + 4xy' +2y =¢*
diferansiyel denklemin genel ¢6zimini bulunuz [4].

Cozim:

=

Ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir 6zel ¢6zumii 8
oldugu bilindiginden, verilen denklemin genel ¢ozimi

y=-
X
koyarak,

!

u u ., 2u 2u u

,:——-|-— — +_
y x2 x'y x3 x2 x

"

elde edilir. Bu durumda diferansiyel denklem,
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xu' +2u’' = e
seklini alir. u" = v koyarak
XV +2v =¢*

yazilir, bu birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemdir ve

denklemi ¢Ozersek
bulunur, v = u' oldugundan,
veya

yazilir. Ikinci taraftaki integral,

t=—e*

X

degisken dontisimu yapilarak derhal entegre edilir:

X

(§ Kl
u=—+—+K,
X X

u
YTX
oldugundan, aranilan genel ¢ozim,
_ef kK K
y - X2 + X2 + X

seklinde yazilir [4].

13
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IKINCi BOLUM

1.SINIR DEGER PROBLEMIi VE GREEN FONKSIiYONU
1.1 Simir Deger Problemi

Tamim. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevleri tzerinde
bagimsiz degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢éziimlerinin problemine

sinir deger problemi denir. Verilen sartlara da sinir sartlar1 ismi verilir [5].

Ornek 1:
y'+2y=¢€* y(0)=1, y(1) =1 problemi siir deger problemidir. Ciinkii iki sart,

bagimsiz degiskenin x = 0, x = 1 farkli degerleri i¢in verilmistir [5].

Ornek 2:
y'+4y =0, y(g) =0, y(g) = 1. Sinur deger problemini ¢oziiniiz [5].
Cozim:
Verilen denklemin genel ¢ézimu
y = C; sin 2x + C, cos 2x

oldugu diisiiniiliirse.

T 1 T 1 1
y(g) = Clsln(Z) + C, cos (Z) = C1(§\/§) +C, (Eﬁ) =0

T m T 1\/_ 1
Y(g) = C151n(§) + Cz(g) = CI(E 3) + Cz(i) =1
bulunur.

GVD) +CGVD =0

GGV +6G) =1

denklem sisteminden,
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2
V3-1

Cl :_CZ =

bulunur. Bu sabitler yerlerine konulursa,

(sin 2x — cos 2x)

2
y(X)=\/§_1

¢ozlimi bulunur [5].

1.2 Green Fonksiyonu

Ikinci mertebeden homojen olmayan lineer
y'+a(x)y’ +B(x)y = f(x) (1)
diferansiyel denklemini ele alalim.
y(@ =0, y(0) =0 )

bu denklemin hareketli sinir deger kosullarini saglayan ¢Ozimuinun kurulmasinda

Green fonksiyonu 6nemli rol oynar.

Sinir deger problemini ¢6zmek igin Green fonksiyonu olusturalim:
yx) = [ G, Df(D)d, ©)
Burada f(t) verilen bir fonksiyondur.

Green fonksiyonu asagidaki kosullart sagliyorsa, bu halde bu fonksiyona hareketli sinir

deger probleminin Green fonksiyonu denir.

1. G fonksiyonu i¢in x saptanan t araliginda o < t < a, diferansiyel denklemi
y"+a(x)y’+B(X)y =0 bitin x # t saghyor. Her bir iki tiggen alaninda
a<x<t<o Ve a<t<x<oy.(Sekill.)

2. G fonksiyonu Xx’e gore simir deger problemini saglar G(o,t) = Gy(a;,t) = 0

3. G fonksiyonu x =t icin a <t < a; araliksizdr, tiirevli G'x(x, o) bir degerine

sigrama yapar.
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v

0 a a, X
Sekil 1. Iki alanl1, x < t ve x > t, Green fonksiyonunda [6].

Teorem: Eger G fonksiyonu (1), hareketli sinir deger probleminin Green fonksiyonu
ve f fonksiyonu [a, a;] araliginda siirekli ise, bu taktirde (3) fonksiyon (1)

denkleminin hareketli sinir deger kosullarini saglayan ¢oziimiidiir.
Green Fonksiyonu i¢in Basit Ornekler.

Ornek 3. Green fonksiyonu diferansiyel denklem M[y] = —y" ve smir sartlar igin
y(0) =y(1) = 0.

_(x(1-1), x<t
Gt = {t(l -x), X

v
a2

olur [6].
Ornek 4.

M[y] =—y" y(0) =y'(1) = 0.
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Green fonksiyonu

icindir. Buradan:
Gxx+0)—-Gxx—-0)=1
G'(x+0,x)—G(x—0x) =-1
olur [6].
Ornek 5.
M[y] ==y" =4y, y(0) =0, y'(1) = ry(D).
A =r? koyarak

(sinrx [sinrt(rcosr + sinr)

+ cosrt

r CcosSr—rsinr

\
, xstl

G(x,t) =
+cosrxl, X = tJ

| sinrt sinrx(rcosr + sinr)

Ur

Ccosr—rsinr
aliriz.

Bu durumda Green fonksiyonun olusturabiliriz, eger A (parametri) diferansiyel

denkleme ve simnir sartlara girerse [6].
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UCUNCU BOLUM

1IKINCI MERTEBEDEN LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLERDE
HAREKETLi SINIR DEGER PROBLEMIi’'Ni COZMEK iCiN GREEN
FONKSIYONUN OLUSTURULMASI VE YENI BIR FORMULUN ELDE
EDIiLMESI.

Ikinci mertebeden homojen olmayan lineer
y'+ax)y +BX)y = f(x), (1)

diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklemin hareketli sinir deger kosullari

asagidaki gibidir:
ya) =0, y(a))=0 )
Green fonksiyonu olusturalim. Sinir deger problemiyi ¢dzmek igin
Y@ =[G Of (D)dt (3)

alirizki burada her bir verilen f(t) fonksiyonudur.

Teorem: Asagidaki kosullar [7] saglanmis olsun:

500 = K200 + B7(0 + K'(0) — EEK()

B
Bx)

K(x) = %[a(x) +

Burada a(x), p(x), p'(x), K'(x) € Cla, a4] veB(x) # 0 herkes i¢indir x € [a, a;].

O zaman (1) - (2) problemi Green fonksiyonu
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[ eJaKOU in ([ p(s)ds)y,—efa KO cos([p)ds)y; )
B(®Y1
el K@ gin([¥B(s)ds), a<x<t< oy

t
G(X, t) = _eJa K(s)ds sin(fot( B(s)ds) . f(i{ K(s)ds

0 cos(J B(s)ds)

Sin(fu BO)AS)Y2 _ [*g(s)ds . ( (X
BOY1 © sin(l, B ds),

k a<t<x<o )

~—

efot( K(s)ds

yardimiyla ¢ozUlur.
Ispat:

Bu durumda makalenin temelini olusturan (1) denkleminin genel ¢6zimi [7] deki

¢Oziimiin aynisidir.

y(x) = Gy (x) + Gy, (%),

burada C;, C, - her hangi sabit sayilardir.
y,(x) =e” Ja K(s)ds cos(f(lX B(s) ds),

y,() = e~ &K% sin (*p(s) ds)
Buradan y, (x) ve y,(x) tiirevlerini alalm ve buradan
V1) = el KOB(_K(x)) cos (¥ B(s) ds) + e~ KO ( sin [* B(s)ds)B(x).
Y200 = e KO (—K(0) sin([ p(s)ds) + eI KO cos([*B(s) ds)B(x)
elde edelim.

Green fonksiyonu her iki tiggen bolge alaninda x < t ve x > t olusturulmalidir:

G(x, 1) = {(31 + by, (x) + (az + by, (%), x< t}

(a; —by)y, (x) + (a; —br)y,(x), x=t

Green fonksiyonun 2. kosulda x <t oldugunda,
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G(o,t)

= {(ar + b EOB cos([7B(s) ds)] + (a + bp) [e” H KO sin ([ B(s) ds)]
=(a;+ b)) =0 4)
elde edilir.

Green fonksiyonun 2. kosulunda x = t oldugundan,

(a; + by 1(x) + (az + by)y' 2 (x), x<t

Gxx0) = {(34 — by 1(x) + (az — by, (), 2t

——

o

yazilir. O halde
Gy'(0q,8) = (a3 —by)y'1(x) + (22 — b))y, (x) = 0
olur. y'; ve y', yerine yukaridaki ifadeyi koyarak,
(a; = by)
: [e_ e KS)s(_K(a,)) cos (f:l B(s)ds) + e~ e K(S)ds(_ sin faal B(s)ds)B(al)]
+(a, — by)
- [e‘ L KOs (_K(ay)) sin(f(f1 B(s)ds) + e~ [t K()ds cos(fam1 B(s) ds)B(al)] =0
alinz.

e~ Ji KOs’ ye pslsek ve a, = —b, Kabul ederek

2by[K(oy) cos( [, * B(s) ds) + B(ay) sin([ " B(s) ds)]| + (a, —b,)
-[-K(ay) sin(f* B(s) ds) + cos([ " B(s) ds)B(as)] = 0 (5)

olur.
Green fonksiyonun 3. kosulundaki sartlar1 yazarsak G(t*,t) = G(t7,t) elde edilir.

Bu durumda
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(a; — by, (O + (az — bz)y, (V) = (a; + byy, (D) + (az + bz)y,(t) olur.
e du K©)ds'ye pelerek ve ifadeleri kisaltarak
—2b,e” JaK@©)ds o (fat B(s) ds) + a,e” JeK©)ds gjp (fat B(s) ds) —bye” JoK()ds
- sin (f(: B(s) ds) —ase” JoK®)ds gjpy (f; B(s) ds) —bye” JeK®ds gjpy (f; B(s) ds) =0
yazilabilir. Bu durumda

b, cos (fat B(s) ds) + b, sin (fat B(s) ds) =0 (6)
olur.

Green fonksiyonun 3. kosulu i¢in,

G (t+0,8) —G,(t—0,t) = % =1

{G'x(X; t) = (a; + by 1(X) + (a2 + br)yr,(x), x< t}
G'x(x1) = (a; — by 1(x) + (a2 = b))y (x), x>t

Bu durumda asagidaki ifadeyi yazabiliriz.
(a1 = b1)y'1 () + (a2 = b2)y"2 () — [(a; + b)y's (D) + (az + b))y, (D] =1
y'1(t) ve y',(t) yerine yukaridaki ifadeler koyulursa asagidaki esitlik elde edilir:
—2b, [e‘f;K(S)ds(—K(t)) cos (f: B(s) ds) + e JaK®as (— sin (fat B(s) ds)) B(t)]
+a, [e-féK@dS(—K(t)) sin ( [IB(s)ds) + O [1B(s)ds) B(t):

—b, [e-féK@dS(—K(t)) sin ( [IB(s) ds) + o JaK(©)ds o [B(s) ds B(t):

(

(b as)
—a; [ KO85 (—K(0)) sin (f B(s) ds) + e X% cos ([ B(s) ds) B0
—b, [e™ KO85 (K () sin ([ B(s) ds) + e K% cos ([ B(s) ds) B(O)] = 1

Benzer ifadeleri kisaltirsak
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2b, [ KOUK(D) cos ([ BCs) ds) + ™ kKO sin ([ B(s) ds) B(O)]

—2b, [e™ K EO(—K(D) sin ([ B(s) ds) +e XD cos ([ p(s) ds) (O] =1
yazabiliriz. Dolayisiyla

by [K(D) cos ([, B(s)ds) + B(Dsin(f, B(s)ds)| — b

) [(—K(t)) Sin(f: B(s)ds) + B(t) cos(f(: B(s)ds)] = %ef;K(s)ds @

elde edilir. (4), (5), (6), (7) denklemlerinden a;, a,, by, by, (6) ve (7)

denklemlerinden ise Kramer metodu ile b; ve b, bulunur:

cos (f; B(s) ds) sin (f; B(s) ds)

A=
K(t) cos (f; B(s)ds) + B(t)sin(f; B(s)ds)  (K(©) sin(f: B(s)ds) — B(Y) cos(f: B(s)ds)

= K(©) cos (f;B(s) ds) sin (J;B(s) ds) — B(©) cos? (J, B(s) ds) — K(©)
-cos (fB(s) ds) sin (J;B(s) ds) = BV sin? ([, B(s) ds) = ~B(V
-cos? ([ B(s) ds) + B(Osin? ([, B(s) ds) = —B()
(cos? (2B ds) + sin® (J1B(s) ds)) = =B (o)

Simdi A, ifadesini bulalim:

0 sin (fot B(s) ds)
1 ofaK(s)ds (K(®) sin([; B(s)ds) — B(t) cos(f, B(s)ds)

2

A=

t . t
= — %efa K(®)dsgin (fa B(s) ds)
Simdi de A, degerini elde edelim:

cos (f(: B(s) dS) 0
K(t) cos (f(: B(s)ds) + B(t)sin(f(: B(s)ds) %ef; K(s)ds
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= %efotc K()ds ¢og (fot B(s) ds)

Buradan b, ve b, ifadelerini bulalim.

b, = %efoth(S)dSsin(fot(B(s)ds)
1= B(®

o _%eféK(s)ds cos(f;ﬁ(s)ds)
2= B(®)

Simdi a; degerini bulalim:
31 - - bl

_%eféK(S)dSSin(fot B(S)ds)

= B(D)

a,’yi (5) denkleminden buluruz:

2b1[K(a1) cos(fof(1 B(s)ds) + B(ay) sin(fo(f1 B(s) ds)] + (a, — by)
- [-K(ay) sin(fo(:(1 B(s)ds) + cos(fo(;(1 B(s)ds)B(ay)] =0

Burada,

v1 = K(ay) sin( [ B(s)ds) — Bloy) cos(J; " B(s)ds)

Y2 = K(ay) cos(f ' B(s)ds) + B(ay) sin(]* B(s)ds)

olur.

b, ve b, de y,; ve y, degerlerini yazarsak asagidaki ifadeyi buluruz:

t t
z%efa K(s)ds sin(fot( B(s)ds)yZ %efa K(s)ds cos(fot( B(s)ds)yl
a, = B _ B
Y1

_ efot[ K(s)ds[sin(f; B(s)dS)Yz - %cos(fot( B(s)ds)h]
- B(Dy1
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Simdi a, + b,‘yi bulalim:
a, + b,

efotc K(S)ds[sin(fot( B(s)ds)yZ— %cos(fot( B(s)ds)yl] %efotc K(s)ds cos(fotl B(s)ds)

B®OV1 B(®

_ efotc K(s)ds sin(f; B(s)ds)y2 —%efotc'((S)dS cos(fot[ B(s)ds)yl— % IN K(S)dscos(f(; B(s)ds)y1
B(DY1

efott K(s)ds sin(fot( B(S)ds)vz—efot( K(s)ds COS(f; B(S)dS)Y1 8
B(®)Y1 ( )

olur.

a, — b;’yi bulalim:

t t
t b = _%efaK(S)dSSin(f;B(S)dS) _ %efaK(s)dssin(fot(B(s)ds)
1 B(®) B(D)

_efot( K(s)ds sin(fot( B(s)ds) 9
B(D) ©)

Simdi a, — b,’yi bulalim:
a, — b,

3 ef;K(s)dS[sin(f;B(s)ds)Y2—%cos(féﬁ(s)ds)yl] 4 %efoil((s)ds Cos(fotc B(s)ds)

B(®DY1 B(t)
_ efoi K(S)dssin(foi B(s)ds)yZ —%efotc K(s)ds cos(fot[ B(s)ds) Y1 +%ef0tc K(s)ds cos(fot‘ B(s)ds)Y1
- B(OY1
t
_ JaKOsin([L B(s)ds )y, (10)
B BOY:

Green fonksiyonunu olusturalim. Green fonksiyonu iki bélimden olusmalidir; birinci

bolimi G; = (x,t) fonksiyonu x’e gore surekli tirevlidir ve ikinci bolimi G, = (x,t)
tUreve gOre sicrama yapar:

_((@a; + b y;(x) + (az + by)y,(x), as<x<t<oy
GO 1) = {(31 — by () + (ai - bi)yz(X), asts=x< 0‘1}
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a,+ by, a; — by, a, — b, yerine (8), (9), (10) ifadeleri olmak tzere
(KO3 sin( prs)ds)y,—ea P9 cos(fL p)ds)y; )
B(Oy1
) —fo):K(s)ds . X
e sm(faB(s)ds),ocSXStSal

t
G(x,t) = { —elaX®sin(fgs)ds) o [XK(s)ds (11)

B®)

sin(f BG)AS)Y2 _ [*i(s)ds o[ (X
BV e sin(J, B(s) ds),

\ asts<x<o J

cos(f:: B(s)ds)

efot( K(s)ds

olur. Bu halde durum gerg¢eklenmis olur.

y(®) = [JT6xOf(©)dt = [} G Of (©)dt + [T G Of (t)de

efct( K(s)ds

. t d x
LN K65 i 1259 )|

cos(f;( B(s)ds) + o

t
X _elaK(s)ds Sin(fotl B(s)ds) _fx K(s)ds
e Ja
a B(M®

ef; K(s)ds sin(fot( B(s)ds)y2 —efott K(s)ds COS(fot[ B(s)ds)yl
B(®OY1

foyde+ [ e Ju KOs gin ( J2BGs) ds)] Sfdt (12)

(12) formiili ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler igin hareketli sinir deger

probleminin ¢6ziimiinde kullanilir.

Ornek 1:

f(x) = B2(x)e” JaKCydx fo  genel denklemini ele alalim. Burada f, sabit (12)

formalind ele alarak Green fonksiyonunun kosullari sagladigini kontrol edelim:

Ja KOS g ([ p(s)ds)y,
B(OY:

ft K(s)ds _; t
x |—ela sin(J, B(s)ds)
ye) =J, B

y1(x) + V2 (x)l B2(1)

efott K(s)ds sin(fot B(S)dS)Yz_efot‘ KEds Cos(fott B(S)dS)YI

L= [PKR(Ddt oy
e o fodt + fX B(t)y1

Y2 (x)]

) BZ (e~ fot( K(t)dtfodt

Bu durumda
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y() = —y1(Ofo [ sin(f,, Bs) ds)BOt +y, (x) 21, [7 sin(f, B(s) ds)B(Ddt
+y2(0) 26 [ sin([; B(s) ds) Bt — y>(0)fo [, cos ([ B(s) ds) B(D)dt
= —y, (Of f; (— cos (f; B(s) ds))’ dt+y,(x) %fo fo’: (— cos (fof B(s) ds))’ dt

492002 [ (— cos ([ B ds)) de =y, [ (sin ([ B(s) ds)) de
olur. Bu da istenen denkleme ulasildigint gosterir:
Y00 = =y1 (D)o [~ cos(f; B(s) ds) + cos([; B(s) ds)] +y2 (0 2f,

[~ cos(f; B(s) ds) + cos([; B(s) ds)] +y,(0) 2o

|- cos(f;(1 B(s)ds) + cos(f: B(s) ds)] — y2.(x)f, [sin(fo(:(1 B(s)ds) — sin(f: B(s) ds)]

Benzeyen ifadeleri kisaltirsak
y(x) = =y, ()fo[— cos(f;( B(s)ds) + 1] +y,(x) %fo [- cos(f:: B(s)ds) + 1]
+y, (%) %f(,[— cos( ' B(s) ds) + cos( [, B(s) ds)] — y.(f;

- [sin(fof(1 B(s)ds) — sin(f; B(s)ds)]

yazabiliriz. Buradan
y(x) =y (0fy COSU; B(s) dS) —y1(0fy +y2(x) E fo —y2(x) E fo
- cos(fo(z‘1 B(s) ds) — y,(f, sin(foft1 B(s) ds) + y, ()f, sin(f:: B(s)ds)

olur. Dolayisiyla

y() = e OBy 6O, +y, (0, [Z— — 2 cos([, " B(s) ds) —sin([," B(s) ds)|

elde edilir.

Ornek 2:
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() = ;P2 +Bo” +70'(X), Bo=R, Bo#0, K(s)=7p(s), B(s)=Po—

sabit, f(x) = fye Je KO p(x) = x, B(t) = B, — sabittir.
Verilen denklemini ¢ozelim.
Cozum:
Ik olarak y; (x), y,(x), y'1(%), y'»(x) ifadelerini bulalim:
1 (x) = e PO cos[By (x — )]
y2(6) = e 2 PO% sin[B, (x — )],
Buradan
y1(x) = e K% cos([¥B(s) ds),
v, (%) = e~ JaK()as g (f; B(s)ds),
olur. y; (x) ve y,(x) tiirevlerini alirsak

y'1(x) = e Ja KO (K (%)) cos (JrB(s)ds) + e~ Ja KOs (_gjp S B(s)ds)B(x),

y,(x) = e” I K(S)ds(—K(x)) sin(f: B(s)ds) + e~ J3 K(s)ds cos(f; B(s) ds)B(x)

yazilir ve
y(x)
- —efct K(s)ds sin(f; B(s)ds) _ [ K()ds X efot‘ K(s)ds sin(f; B(s)ds)y, _ [R($)ds .
= fa o) e Ja cos(fa B(s)ds) + O, e Jda sm(fa B(s) ds)
a;

F(e)dt +f

X

BOV4

ft K(s)ds .; t _ ft K(s)ds t X
ela sin( B(s) ds)y, — e« cos( [ B(s)ds)y X
fa 2 (fa ) 1 o fa K(s)ds sin (J’ B(S) dS)‘

F(e)dt

elde edilir. Verilen sartlar1 koyarak
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x| ~ea29 sing Pods) - X2

yx) = [ o 595 cos( f Bods)foe - Jatdt| gy

fazSdS sm(f ﬁodS)Yz —f sds
Bov1

+ |2

a

sm(f;,[fods)fe faztdt dt

[ ftlsds . t
a; |e22” sin(f Bods)yz — [*isds . X ~tdt
+[° o 0TIV2 o= a3 *sin([f_ By ds) foe - I ] dt

BoY1

f 75ds cos ods )y
—fxal (f (Bod )Y —f 1sds Sll’l(f Bo dS)f e faztdt] ¢

sonucuna ulasilir. Buradan

Cos(fx ﬁods)e_ J'g‘%msfo fx sin(f;( Bods)e_ fé‘%SdsYzfo

yx) = - = Bo a [Sil‘l (f;ﬁo ds)] dt + Bov1

Sy [Sin (f(: Bo ds)] dt + Sin(f‘fﬁods)e_faz YZfOf [S n (f Bo ds)]

Bov1

. X - &QS S
_sin(fy 50d;): % fxal [COS (fotﬁo ds)] de

olur. Dolayisiyla asagidaki sonuglar elde edilir:

x1
—cos fXB ds xe_J.O(deSf 1 fXB ds)e faZSdSy fi
() = et R L (o - 2ppay) + SlePott)e Tun

Sin(f:p’ods)e_f(XZ SYafo 1
Boy1

50 (= cos(Box — 2Bo)) + 5o (= cos(Bocts = Box = Bo@))

x1
sin(f;( ﬁods)e_ J."‘ESdeo 1

Bo = (Sm(ﬁoa’1 Box — Box))
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SONUGC

Bu tezin birinci bolimunde diferansiyel denklem igin gerekli olan genel tanimlar ve
bazi temel teoremler verilmistir. Bu ¢alismanin ikinci bélumunde sinir deger problemi
ve Green fonksiyonunun tanimi ele alinmaktadir. Uglinci boliimde ikinci mertebeden
lineer diferansiyel denklemlerin hareketli smir deger problemini ¢ézmek icin Green
fonksiyonu olusturulmus ve yeni bir formiiliin elde edilmesi gosterilmistir. Bu

formiilden yararlanarak yeni sinir deger problemlerinin ¢6ziilebilecegi ispatlanmustir.
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