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KISA ÖZET 

 

Bu tezde ikinci mertebeden diferаnsiyel denklemlerde hareketli sınır değer problemi 

için Green fonksiyonu üretilmiştir. 

Birinci bölümde, diferаnsiyel denklem için gerekli olan genel tanımlar ve bazı temel 

teoremler verilmektedir. İkinci bölümde, sınır değer problemi ve Green fonksiyonu 

hakkında tanımı ele alındı. Üçüncü bölümde ise ikinci mertebeden lineer diferаnsiyel 

denklemlerde hareketli sınır değer problemini çözmek için Green fonksiyonu 

oluşturulmuş ve bundan yararlanarak yeni bir formül elde edilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Green Fonksiyonu, Başlangıç Koşulları, Lineer Denklemler, İkinci 
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АННОТАЦИЯ 

 

В этой диссертации рассматривается построение функции Грина для решения 

линейного дифференциального уравнения второго порядка с подвижной 

границей.  

В первой части были даны общие определения дифференциального уравнения,  

также были даны основные теоремы с доказательством. Во второй части даны 

информации о краевой задачи и функции Грина. А в третьей части была 

построена функция Грина, также получена формула для решения линейного 

дифференциального уравнения второго порядка с подвижной границей. 

 

Ключевые слова: функция Грина, начальные условия, линейные уравнения, 

второй порядок. 
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ABSTRACT 

 

This thesis reviews the construction of the Green function for this olution of a linear 

second dorder differential equation with a moving boundary. A general definition of 

differential equations is givenin the first part of this thesis followed bybasic theorems 

with poofs. The theorem with proof of the existence of the Green's function is given in 

the second part of the thesis. The third part is devoted to the Green's function, as a 

formula for the solution of a linear second order differential equation with a moving 

boundary. 

Keywords: Green's function, initial conditions, linear equations, the 2 
nd

order. 
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GİRİŞ 

 

Diferansiyel denklemlerin tarihi 17. yüzyılda Newton, Leibnitz ve Bernoulli᾽nin 

geometri ve mekanikteki problemlerde ortaya çıkan bazı birinci ve ikinci mertebeden 

basit denklemleri çözmesi ile başladı. Bu ilk keşifler; geometrik ve fiziksel problemlere 

dayanan tüm diferansiyel denklemlerin çözümlerinin kalkulüsün temel fonksiyonları 

cinsinden yazılabileceğini tavsiye ediyor gibiydi. Bu nedenle ilk çalışmaların çoğu; 

diferansiyel denklemleri çözmek için kalkulüsun bilinen fonksiyonlarına sadece sonlu 

sayıda toplama, çıkarma, bölme, komposizyon ve integrasyon işlemi uygulayarak ustaca 

teknikler geliştirmeye yönelikti. 

Ancak, çok geçmeden göreceli olarak az sayıda diferansiyel denklemin elemanter  

yollarla çözülebileceği ortaya çıktı. Yavaş yavaş, matematikçiler tüm diferansiyel 

denklemleri çözmek için yöntemler keşfetmeyi denemenin umutsuz olduğunu fark  

etmeye başladılar. Bunun yerine, verilen bir diferansiyel denklemin çözümünün olup  

olmadığını, ne zaman olduğunu sormanın ve çözüm varsa çözümün özelliklerini  

diferansiyel denklemin kendisinden elde etmeyi denemenin daha verimli olduğunu  

gördüler. Bu çerçevede matematikçiler, fonksiyonlarının yeni kaynağının diferansiyel 

denklemler olduğunu düşünmeye başladılar. 

1820 yılında Cauchy, diferansiyel denklemler için ilk varlık teoremini elde etti.  

Cauchy,     (   ) tipindeki her diferansiyel denklemin,  (   ) nin belirli genel 

koşulları sağladığı zaman, bir çözümü olduğunu ispat etti. Bilinmeyen fonksiyon ile 

onun türevleri arasındaki bağıntıya diferansiyel denklem denir. 

Diferansiyel denklemler uzun yıllardır, dünyada çoğu fiziksel bilimler ve mühendislik 

dallarında önemli bir yer tutmaktadır. Bilim adamları ve mühendisler genellikle 

değişime uğrayan sistemleri incelerler ve diferansiyel denklemler mühendislere bir 

sistemdeki anahtar değişkenlerin değişimini inceleme ve fiziksel olayı daha iyi anlama 

olanağı getirir. 

http://www.trvikipedi.com/diferansiyel-denklemler-nedir-videolu-konu-anlatimi/
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Green fonksiyonu; matematikte homojen olmayan diferansiyel denklemlerin, istenen 

sınır koşulları altında çözülmesinde kullanılan bir yöntemi ve bu yöntemle ilişkili olarak 

hesaplanan fonksiyonu belirtmekte kullanılır. İlk kez matematikçi George Green 

tarafından kullanılmıştır. 

Bu tezde ikinci mertebeden diferаnsiyel denklemlerde hareketli sınır değer problemi 

için Green fonksiyonu oluşturmak ve örneklerle bunu göstermek hedeflenmiştir. 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=George_Green&action=edit&redlink=1
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BİRİNCİ BÖLÜM 

 

1. DİFERANSİYEL DENKLEM HAKKINDA GENEL BİLGİLER 

Tanım 1: Bir fonksiyon ve bu fonksiyonun türevlerini içeren bir denkleme diferansiyel 

denklem denir. Aşağıda diferansiyel denklem örneği görülmektedir: 

xyyy  3'2''  

Bir diferansiyel denklemdeki en yüksek mertebeden türevin mertebesine o diferansiyel 

denklemin mertebesi denir. 

Örneğin, 22'  xyy ve yxx eye  ')1( birinci mertebeden, 012''  yy ve

xyyy  3'2''  ikinci mertebeden xyyxyy  '''2''' 4 üçüncü mertebeden 

diferansiyel denklemlerdir. Pratikte en çok karşılaşılan diferansiyel denklemler birinci 

veya ikinci mertebedendir. 

Bir diferansiyel denklemde y, y , y"... yerine, bir    ( ) ve bunun   ( ),     ( ),… 

türevleri konduğunda denklem özdeş olarak gerçeklenirse,    ( )  diferansiyel 

denklemin bir çözümü olur [ ]. 

 

1.1 İKİNCİ MERTEBEDEN LİNEER DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN            

TANIMI 

Tanim 2: İkinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler P, Q ve R x’e bağlı 

değişkenler olmak üzere şu şekildedir: 

     ( )    ( )   ( ) 

Burada  ( ) terimi, içerisinde y ve türevleri bulunmayan tüm ifadeleri temsil eder ve 

bu yüzden homojen olmayan terim adını alır [ ]. 

 ( )     durumunda ise denklem homojen olur [ ]. 
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1.2 İKİNCİ MERTEBEDEN HOMOJEN LİNEER DİFERANSİYEL            

DENKLEMLERİN  İNCELENMESİ: 

     ( )    ( )    

denklemi genel olarak integre edilmez. Şimdi bazı özel halleri inceleyeceğiz. Denklemi 

kısaltmak için,   

 ( )       ( )    ( )  

koyalım ve    ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir özel 

çözümü olsun. Bu durumda 

   
 
  ( )  

 
  ( )     

ve  kısaca 

 (  )    

olur. Önce bu diferansiyel denkleme ait bazı teoremleri gösterelim. 

Teorem 1:   , ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir özel 

çözümü ise, C bir keyfi sabit olmak üzere, C    de bu denklemin bir özel çözümüdür 

[ ]. 

İspat: 

 (  )    

olacağından,  

 (   )    (  )    

olduğu kolayca görülür. 

Şu halde,    ve   ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denkleminin farklı 

çözümleri ise, bunların oranı sabit değildir [ ] 



5 
 

  

  
   

Teorem 2:    ve     ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin iki özel 

çözümü ise;     ve    iki keyfi sabit olmak üzere, 

            

ifadesi bu denklemin genel çözümüdür [4]. 

 

İspat:   

Gerçekten,    ve   özel çözümler olduğundan 

 (  )            (  )    

dır. Diğer taraftan 

 (         )   (    )   (    ) 

yazılır. Oysa 

 (    )     (  )               (    )     (  )    

olduğundan 

 (         )    

bulunur. Şu halde 

            

eşitliği ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir çözümüdür ve iki 

keyfi sabite (parametre) bağlı olduğundan genel çözümdür [4]. 

Teorem 3: İkinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir özel çözümü 

bilinirse denklem entegre edilir [ ]. 
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İspat: 

İkinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemi,  ( )      ( )   

 ( )     ve bu denklemin özel çözümlerinden birisi      olsun. 

   özel bir çözüm olsun: 

 (  )     
 
  ( )  

 
  ( )     

u, bilinmeyen fonksiyon olmak üzere 

      

koyalım. 

     
 
       ,                      

 
      

 
         

olur. Buradan diferansiyel denklem  

   
 
     

 
      

    ( )(  
 
      )    ( )      

veya, 

  (  )     
   [   

 
  ( )  ] 

    

şeklinde yazılır; 

 (  )     olduğundan, 

   
   [   

 
  ( )  ] 

    

elde edilir. Bu denklemde 

     

koyarak 
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ve buradan 

  

  

  
 [   

 
  ( )  ]    

  

 
  

   
 
    ( )

  
   

yazılır ve bu son denklem için değişkenlerine ayrılmıştır denir. Entegre ederek 

   (    ) 

ve 

        

olduğundan 

    (    )   

   (       ) 

elde edilir.   

       

dir; şu halde göz önüne alınan diferansiyel denklemin genel çözümü 

      (       ) 

olur [ ]. 

Örnek 1: 

                

denkleminin bir özel çözümü   
 

 
 olduğu bilindiğine göre bu denklemin genel  

çözümünü bulunuz [4]. 

Çözüm: 
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u 

dönüşümünün birinci ve ikinci türevleri alınırsa 

    
 

    
 

 
  ,               

 

    
 

     
 

 
    

elde edilir. Diferansiyel denklem, kısaltmadan sonra, 

xu    u    

olur.   

      koyarak, 

  
  

  
 

ve buradan 

  
  

 
    

elde edilir. Sonuç olarak 

  
  

   
   

 
  bulunur  [ ]. 

 

1.3 İKİNCİ MERTEBEDEN HOMOJEN OLMAYAN LİNEER DİFERANSİYEL 

DENKLEMİN İNCELENMESİ: 

İkinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemi  ( )      ( )   

 ( )   ( )  ve genel çözümüde 

            

olsun. Burada   ve    iki farklı özel çözümdür: 

 (  )            (  )    
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Şimdi, ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin genel  

çözümünü belirlemek için sabitin değişimi metodunu kullanacağız; 

y   P(x)y  Q(x)y   (x) 

yani 

D(y)   (x) 

denklemini gözönüne alıp bu denklemin 

    ( )     ( )   

şeklinde bir çözümünü arayalım. Burada    ve   , belirlemek istediğimiz bilinmeyen 

fonksiyonlardır. Böyle bir çözüm var ise bunun 

D(y)   (x) 

denklemini gerçeklemesi lazımdır. Fakat bu suretle, iki fonksiyonu belirlemek için 

elimizde sadece bir bağıntı bulunmaktadır. Bu sebepten, bu iki fonksiyonun sağladığı 

diğer bir bağıntıyı bulabiliriz. 

y    (x)y
 
   (x)y

 
 

fonksiyonu’nun türevini alarak 

y     y
 
   y 

 
    y

 
   y 

 
 

yazılır. Burada    ve     fonksiyonları için 

   
 y

 
  

 
 y

 
                                                           (1) 

şartını koşarak 

y    y 
 
   y 

 
 

ve 

y      y 
 
    y 

 
   y  

 
   y  
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bulunur.   ,    ve     nin bu ifadelerini diferansiyel denklemde yerine koyalım; 

   y 
 
    y 

 
   y  

 
   y  

 
 P(x)(  y 

 
   y 

 
)  Q(x)(  y

 
   y

 
)   (x) 

veya 

  D(y
 
)    D(y

 
)     y 

 
    y 

 
  (x) 

yazılır; ve 

 (  )   ,                (  )    

olduğundan 

   y 
 
    y 

 
  (x)                                                    (2) 

kalır, (1) ve (2) denklemlerinden     ve      bulunur: 

     
y

 

y
 
y 

 
 y

 
y 

 

 (x)               
y

 

y
 
y 

 
 y

 
y 

 

 (x) 

Buradan iki integrasyon ile    ve    birer keyfi sabite bağlı olmak üzere belirlenir: 

   ∫ 
y 

y y 
  y y 

 

 (x)dx      

                ∫
y 

y y 
  y y 

 

 (x)dx               [ ]  

Teorem 4: İkinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin genel 

çözümü; ikinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin genel çözümüne, 

ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklemin bir özel çözümü 

ilave edilerek elde edilir [4]. 

İspat:   

Gerçekten 

D(y)   (x) 

İkinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin genel çözümü olsun: 
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D(z)   . 

y  u  z 

koyarak 

D(u  z)   (x) 

ve  buradan 

D(u)  D(z)   (x) 

yazılır. 

D(z)     ve  D(u)   (x) 

olduğundan  y  u  z  fonksiyonu 

D(y)   (x) 

denkleminin genel çözümüdür [ ]. 

Teorem 5: İkinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir özel çözümü 

bilinirse ikinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem entegre   

edilebilir [4]. 

İspat:   

Gerçekten,  

D(y)    

denkleminin bir özel çözümü    olsun. 

D(y)   (x) 

denkleminde 

y  y
 
u 
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koyalım, 

y  y 
 
u  y

 
u ,    y   y  

 
u   y 

 
u  y

 
u   

Olduğundan  D(y)   (x) denklemi, 

D(y
 
)  y

 
u   [ y 

 
 y

 
 (x)]u   (x) 

veya    fonksiyonu D(y)     denkleminin bir çözümü olduğundan    

D(y
 
)    

dır  ve        koyarak 

y
 
v  [ y 

 
 y

 
 (x)]v   (x) 

yazılır. Bu birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemdir. Bu denklemi entegre 

ederek v, ikinci bir integrasyonla u ve sonuçta y bulunabilir [ ]. 

Örnek 2:  

x y    xy   y  ex 

diferansiyel denklemin genel çözümünü bulunuz [4]. 

Çözüm: 

İkinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemin bir özel çözümü  y
 
 

 

x
 

olduğu bilindiğinden, verilen denklemin genel çözümü   

y  
u

x
 

koyarak,  

y   
u

x 
 

u 

x 
y   

 u

x 
 

 u 

x 
 

u  

x
 

elde edilir. Bu durumda diferansiyel denklem, 
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xu    u  ex 

şeklini alır. u  v  koyarak 

xv   v  ex 

yazılır, bu birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemdir ve diferansiyel 

denklemi çözersek 

v  
 

x
ex  

 

x 
ex  

  

x 
 

bulunur, v  u  olduğundan, 

du

dx
 

 

x
ex  

 

x 
ex  

  

x 
 

veya 

u  ∫(
 

x
ex  

 

x 
ex) dx  

  

x
    

yazılır. İkinci taraftaki integral, 

t  
 

x
ex 

değişken dönüşümü yapılarak derhal entegre edilir: 

u  
ex

x
 

  

x
    

y  
u

x
 

olduğundan, aranılan genel çözüm, 

                                                                 y  
ex

x 
 

  

x 
 

  

x
                                                                               

şeklinde yazılır [ ]. 
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İKİNCİ BÖLÜM 

 

1.SINIR DEĞER PROBLEMİ VE GREEN FONKSİYONU 

1.1 Sınır Değer Problemi 

Tanım. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri üzerinde 

bağımsız değişkenin farklı değerleri için verilen şartlar altında çözümlerinin problemine 

sınır değer problemi denir. Verilen şartlara da sınır şartları  ismi verilir [ ]. 

 

Örnek 1: 

        ,   ( )   ,   ( )    problemi sınır değer problemidir. Çünkü iki şart, 

bağımsız değişkenin     ,      farklı değerleri için verilmiştir [ ]. 

 

Örnek 2: 

        ,   (
 

 
)   ,   (

 

 
)   . Sınır değer problemini çözünüz [ ]. 

Çözüm: 

Verilen denklemin genel çözümü  

                  

olduğu düşünülürse. 

 (
 

 
)       (

 

 
)       (

 

 
)    (

 

 
√ )    (

 

 
√ )    

 (
 

 
)       (

 

 
)    (

 

 
)    (

 

 
√ )    (

 

 
)    

bulunur. 

  (
 

 
√ )    (

 

 
√ )    

  (
 

 
√ )    (

 

 
)    

denklem sisteminden, 
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√   
 

bulunur. Bu sabitler yerlerine konulursa, 

 ( )  
 

√   
(           ) 

çözümü bulunur [ ]. 

 

1.2 Green Fonksiyonu 

İkinci mertebeden homojen olmayan lineer 

   а( )    ( )   ( )                                                        (1) 

diferansiyel denklemini ele alalım.   

                                    ( )      (  )                                                     (2) 

bu denklemin hareketli sınır değer koşullarını sağlayan çözümünün kurulmasında  

Green fonksiyonu önemli rol oynar. 

Sınır değer problemini çözmek için Green fonksiyonu oluşturalım: 

 ( )   ∫  (   ) ( )  
  

 
,                           (3) 

Burada    ( ) verilen bir fonksiyondur. 

Green fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa, bu halde bu fonksiyona hareketli sınır 

değer  probleminin Green fonksiyonu denir. 

1. G fonksiyonu için x saptanan t aralığında        diferansiyel denklemi 

   а( )    ( )     bütün      sağlıyor. Her bir iki üçgen alanında 

          ve          . (Şekil  .) 

2. G  fonksiyonu  x᾽e göre sınır değer  problemini sağlar   (   )    
 (    )    

3. G fonksiyonu       için          aralıksızdır, türevli    (   )  bir değerine  

sıçrama yapar. 
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Şekil 1. İki alanlı,      ve     , Green fonksiyonunda [ ]. 

Teorem: Eğer   fonksiyonu (1), hareketli sınır değer probleminin  reen  fonksiyonu 

ve f  fonksiyonu [    ]   aralığında sürekli ise, bu taktirde ( ) fonksiyon ( ) 

denkleminin hareketli sınır değer koşullarını sağlayan çözümüdür. 

Green Fonksiyonu İçin Basit Örnekler. 

Örnek 3. Green fonksiyonu diferansiyel denklem  [ ]      ve sınır şartlar için 

 ( )   ( )   . 

 (   )  {
 (   )    
 (   )    

} 

olur [ ]. 

Örnek  4. 

M[y] =  "    ( )    ( )   .  

t 

   

  

     x 

x   

x   

0 
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Green fonksiyonu 

 (   )  {
              
      

} 

içindir. Buradan: 

  (     )    (     )    

                                                (     )    (     )     

olur [ ]. 

Örnek 5. 

M[y] =      ,    ( )   ,     ( )   y( ). 

      koyarak 

 (x t)  

{
 
 

 
 sin rx

r
[
sin rt(r cos r  sin r)

cos r  r sin r
 cos rt]        x  t 

sin rt

r
[
sin rx(r cos r  sin r)

cos r  r sin r
 cos rx]       x  t 

}
 
 

 
 

 

alırız. 

Bu durumda  reen fonksiyonun oluşturabiliriz, eğer   (parametri) diferansiyel 

denkleme  ve  sınır şartlara girerse [ ]. 
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

1.İKİNCİ MERTEBEDEN LİNEER DİFERANSİYEL DENKLEMLERDE 

HAREKETLİ SINIR DEĞER PROBLEMİ᾽Nİ ÇÖZMEK İÇİN GREEN 

FONKSİYONUN OLUŞTURULMASI VE YENİ BİR FORMÜLÜN ELDE 

EDİLMESİ. 

İkinci mertebeden homojen olmayan lineer 

                            ,                                               (1) 

diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklemin hareketli sınır değer koşulları 

aşağıdaki gibidir:   

                                                                          (2) 

Green fonksiyonu oluşturalım. Sınır değer problemiyi çözmek için 

      ∫             
  

 
                                              (3) 

alırızki burada her bir verilen      fonksiyonudur. 

 

Teorem: Aşağıdaki koşullar [ ] sağlanmış olsun: 

      
                  

     

    
      

                                          
 

 
[     

     

    
]  

Burada                             [       ]                                 [    ]  

O zaman (1) - (2) problemi Green fonksiyonu 
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{
 
 
 
 

 
 
 
  ∫       

 
     ∫     

 
        ∫       

 
     ∫     

 
      

      

   ∫       
 
    (∫     

 

 
  )          

  ∫       
 
     ∫    

 
     

    
  ∫       

 
    (∫       

 

 
)

 
 ∫       

 
     ∫     

 
      

      
  ∫       

 
    (∫     

 

 
  )  

        }
 
 
 
 

 
 
 
 

  

yardımıyla çözülür. 

İspat: 

Bu durumda makalenin temelini oluşturan (1)  denkleminin genel çözümü [ ]  deki 

çözümün aynısıdır. 

                      ,  

burada        - her hangi sabit sayılardır. 

            
 
      ∫       

 

     ∫     
 

 
   ,  

            
 
      ∫       

 

    (∫     
 

 
  )  

Buradan   
 
         

 
                                  

         ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
 (    ∫       

 

 
)    , 

          ∫       
 
 (     )    (∫       

 

 
)    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )         

elde edelim. 

Green fonksiyonu her iki üçgen bölge alanında                                   

       {
          

              
             

         
             

              
} 
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 {        [ 
 ∫       

 

     ∫     
 

 
   ]            [  ∫       

 

    (∫     
 

 
  )]}   

                                                                                                                                   (4) 

elde edilir.   

Green fonksiyonun 2. koşulunda       olduğundan, 

         {
                                          

                                          
} 

yazılır. O halde 

                                        

olur.              yerine yukarıdaki ifadeyi  koyarak, 

         

 [  ∫       
  
 (      )    (∫     

  

 
  )    ∫       

  
 (    ∫       

  

 
)     ]  

          

 [  ∫       
  
 (      )    (∫       

  

 
)    ∫       

  
    (∫     

  

 
  )     ]     

alırız.  

  ∫       
  
       bölsek ve          kabul ederek 

   [        (∫     
  

 
  )          (∫     

  

 
  )]              

 [         (∫     
  

 
  )     (∫     

  

 
  )     ]                                               (5) 

olur. 

Green fonksiyonun 3. koşulundaki şartları  yazarsak                  elde edilir.  

Bu durumda 
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       olur. 

  ∫       
  
      bölerek  ve  ifadeleri kısaltarak 

     
 ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     

 ∫       
 
    (∫     

 

 
  )     

 ∫       
 
   

    (∫     
 

 
  )     

 ∫       
 
    (∫     

 

 
  )     

 ∫       
 
    (∫     

 

 
  )     

yazılabilir. Bu durumda 

     (∫     
 

 
  )       (∫     

 

 
  )                              (6) 

olur. 

Green fonksiyonun 3. koşulu için, 

                       
 

 
      

{
                                                 

                                                
}   

Bu durumda aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz. 

                            [                             ]      

                     yerine yukarıdaki ifadeler koyulursa aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

    [  ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
 (    (∫     

 

 
  ))     ]  

   [  ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     ]  

   [  ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     ]  

   [  ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     ]  

   [  ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     ]      

Benzer  ifadeleri kısaltırsak 



22 
 

   [  ∫       
 
        (∫     

 

 
  )    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     ]  

    [  ∫       
 
 (     )    (∫     

 

 
  )    ∫       

 
    (∫     

 

 
  )     ]      

yazabiliriz. Dolayısıyla 

  [       (∫       
 

 
)          ∫        

 

 
]       

 [(     )     ∫        
 

 
         ∫        

 

 
]    

 

 
 ∫       

 
                                      (7) 

elde edilir.    ,    ,    ,     denklemlerinden   ,   ,   ,    , (6) ve (7) 

denklemlerinden ise Kramer metodu ile     ve     bulunur: 

   |
   (∫     

 

 
  )                (∫     

 

 
  )

       (∫       
 

 
)          ∫              

 

 
(    )     ∫        

 

 
          ∫        

 

 

|  

                (∫     
 

 
  )    (∫     

 

 
  )          (∫     

 

 
  )         

              (∫     
 

 
  )    (∫     

 

 
  )          (∫     

 

 
  )         

               (∫     
 

 
  )           (∫     

 

 
  )         

           (    (∫     
 

 
  )       (∫     

 

 
  ))         

Şimdi     ifadesini  bulalım: 

    |
                                                                                            (∫     

 

 
  )

 

 
 ∫       

 
                      (    )     ∫        

 

 
          ∫        

 

 

|  

        
 

 
 ∫       

 
    (∫     

 

 
  )  

Şimdi de     değerini elde edelim: 

     |
   (∫     

 

 
  )                                                                                 

       (∫       
 

 
)          ∫                       

 

 

 

 
 ∫       

 
 

|  
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 ∫       

 
    (∫     

 

 
  )  

Buradan     ve     ifadelerini  bulalım. 

   
 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )

    
  

       
 

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )

    
  

Şimdi    değerini bulalım: 

                                                           

         
 

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )

    
 

  ᾽yi (5) denkleminden  buluruz: 

   [        (∫     
  

 
  )          (∫     

  

 
  )]            

 [         (∫     
  

 
  )     (∫     

  

 
  )     ]     

Burada, 

           (∫       
  

 
)          (∫       

  

 
)  

           (∫       
  

 
)           (∫       

  

 
)  

olur. 

   ve     de     ve     değerlerini yazarsak aşağıdaki ifadeyi buluruz: 

   

 
 
 
 
∫       
 
    (∫       

 
 )  

    
   

 
 
 
∫       
 
    (∫       

 
 )  

    

  
   

     
 ∫       

 
 [   (∫       

 
 )    

 

 
   (∫       

 
 )  ]
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Şimdi       ‘yi   bulalım: 

        

  
 ∫       

 
 [   (∫       

 

 
)     

 

 
   (∫       

 

 
)  ]

      
   

 

 
 ∫       

 
    (∫       

 

 
)

    
  

  
 ∫       

 
    (∫       

 

 
)   

 

 
 ∫       

 
    (∫       

 

 
)    

 

 
 ∫       

 
    (∫       

 

 
)  

      
  

  
 ∫       

 
    (∫       

 
 

)    ∫       
 
    (∫       

 
 

)  

      
                                                                  (8) 

olur. 

     ’yi   bulalım: 

        
 

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )

    
  

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )

    
  

                
  ∫       

 
    (∫     

 
   )

    
                                                                                    (9) 

Şimdi       ’yi   bulalım: 

       

    
 ∫       

 
 [   (∫       

 

 
)    

 

 
   (∫       

 

 
)  ]

      
  

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 

 
  )

    
 

    
 ∫       

 
    (∫       

 
 )   

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )    

 

 
 ∫       

 
    (∫     

 
   )  

      
 

  
 ∫       

 
    (∫       

 
 )  

      
                                                                                                        (10) 

Green fonksiyonunu oluşturalım. Green fonksiyonu iki bölümden oluşmalıdır; birinci 

bölümü          fonksiyonu x᾽e gore sürekli türevlidir ve ikinci bölümü           

türeve göre sıçrama yapar: 

       {
                                            

                                            
}   
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      ,        ,         yerine  (8), (9), (10)  ifadeleri olmak üzere 

        

{
 
 
 
 

 
 
 
  ∫       

 
     ∫     

 
 

       ∫       
 
     ∫     

 
 

     

      

    ∫       
 
    (∫     

 

 
  )          

  ∫       
 
     ∫    

 
     

    
  ∫       

 
    (∫       

 

 
)

 
 ∫       

 
     ∫     

 
 

     

      
  ∫       

 
    (∫     

 

 
  )  

        }
 
 
 
 

 
 
 
 

                             (11) 

olur. Bu  halde durum gerçeklenmiş olur.  

      ∫             
  

 
 ∫             

 

 
   ∫             

  

 
   

 ∫ [
  ∫       

 
     ∫    

 

 
    

    
  ∫       

 

    (∫       
 

 
)   

 ∫       
 
     ∫     

 

 
     

      
  ∫       

 

    (∫     
 

 
  )]

 

 
  

        ∫ [
 ∫       

 
     ∫     

 
        ∫       

 
    (∫     

 
   )  

      
  ∫       

 
    (∫     

 

 
  )]         

  

 
     (12)     

(12)  förmülü ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler için hareketli sınır değer 

probleminin çözümünde kullanılır. 

Örnek 1: 

            ∫       
 
     genel denklemini ele alalım. Burada    sabit (12)  

formülünü ele alarak Green fonksiyonunun koşulları sağladığını kontrol edelim: 

     ∫ [
  ∫       

 
     ∫    

 
     

    
       

 ∫       
 
     ∫     

 
      

      
     ]

 

 
       

           ∫       
 

       ∫ [
 ∫       

 
     ∫     

 

 
       ∫       

 
    (∫     

 

 
  )  

      
     ]

  

 
   

               ∫       
 
        

Bu durumda 
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             ∫     ∫     
 

 
               

  

  
  ∫     ∫     

 

 
         

 

 

 

 
  

              
  

  
  ∫     ∫     

 

 
   

  

 
              ∫    (∫     

 

 
  )

  

 
         

             
     ∫ (    (∫     

 

 
  ))

 

 

 
        

  

  
  ∫ (    (∫     

 

 
  ))

 
  

 

 
  

              
  

  
  ∫ (    (∫     

 

 
  ))

 

          
  

 
∫ (   (∫     

 

 
  ))

 

   
  

 
  

olur. Bu da istenen denkleme ulaşıldığını gösterir: 

             [    (∫     
 

 
  )     (∫     

 

 
  )]       

  

  
     

          [    (∫     
 

 
  )     (∫     

 

 
  )]       

  

  
     

           [    (∫     
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elde edilir. 

 

Örnek 2: 



27 
 

     
 

 
        

  
 

 
     ,       ,        ,       

 

 
    ,          

     ,           
 ∫       

 
 ,        ,               tir. 

Verilen denklemini çözelim. 

Çözüm:  

İlk olarak      ,       ,       ,          ifadelerini bulalım: 
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elde edilir. Verilen şartları koyarak  
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SONUÇ 

Bu tezin birinci bölümünde diferansiyel denklem için gerekli olan genel tanımlar ve 

bazı temel teoremler verilmiştir. Bu çalışmanın ikinci bölümünde sınır değer problemi 

ve Green fonksiyonunun tanımı ele alınmaktadır. Üçüncü bölümde ikinci mertebeden 

lineer diferansiyel denklemlerin hareketli sınır değer problemini çözmek için Green 

fonksiyonu oluşturulmuş ve yeni bir formülün elde edilmesi gösterilmiştir. Bu 

formülden yararlanarak yeni sınır değer  problemlerinin çözülebileceği ispatlanmıştır. 
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