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HYPERGEOMETRIC SERIES AND THEIR APPLICATIONS

In this thesis, some properties of Hypergeometric Series, which is involved in
the areas of number theory, physics, statistics and computer science, were given.
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theorems that will be used to explain the topic were taken in hand. The using areas of
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Hypergeometric equations and Hypergeometric functions were obtained.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

F a,b;c; z : Hipergeometrik fonksiyon
J x : Bessel fonksiyonu

B u,v : Beta fonksiyonu

| P x : Legendre polinomu

z : Gamma fonksiyonu

z,b : Tamamlanmamis Gamma fonksiyonu



1. Hipergeometrik Seriler ve Fonksiyonlar

Aciklama: Eger C“% denklemi n-ye bagimli rasyonel fonksiyon ise, o halde ch -
n

serisine Hipergeometrik serisi denir. Buradan n indeksi sifirdan baslayan pozitif

degerlere sahip olur , bu durumdan seri asagidaki gibi tanimlanir:
a,...,a, - (a,),.-(,) x"

F ; = —, 1

: {bl,...,bq X} 2 (b,),-{b,) ! @

Burada @), :{a(a+1)...(a+n—1), n=12,..,

2 olur.
1 n=0. @)
(1) serisi p < q oldugunda herhangi bir X igin toplam seri olur, Ve en azindan rasyonel

sayilarin boliinen kismindan en az bir tanesi de olsa sifira veya negatif sayiya esit olmaz
ise:
Seri p=q+1ise x| <1 i¢in p>q+1 oluncasadece x =0 igin toplama olur.

Ornek olarak binom serisin alabiliriz.

f{f; }zzﬂ ©)

n=0 n!

Bu seri sadece |X| <1 igin toplama serisi olur , fakat binom teoremi

1Fo|:a : X} =1-%)" @

yardimziyla toplanabilir.
a
Bu o6zellik F{ ; X} fonksiyonun x =1 den X = oo kadarki on defa ¢izgiyi
kesen karmagik X -in degerlerine analitik yaklagim i¢in yol olur.
(3) serisini kendisi ile garparak x in esit derecelerinin katsayilarini toplayarak
asagidaki seriyi elde ederiz;

3 (a‘)k (b)n—k _ (a+b)n
Z;‘ Kin—k)t — nt ©)

(0) i = (0),(-D* /(1~b-n),, (6)



(6) .formiiliinti kullanarak (5) serisini asagidaki gibi yazariz;

—-Nn, a

E[mal ] @),

1-n-b (b),,
Eger, c =1—n—b olarak ifadeyi yazarsak, (6) esitliginin yardimiyla asagidaki denklemi
elde ederiz;

—-n, a -
N Y R ot LS ()
c (©),

(5) serisinin degerini anlamak i¢in asagidaki gibi yazariz

1 Z”:(a)k(k+l)“ (b)n_k(n+1—k)1b{k+1}a_l[1 k T‘lz(aub)n (1),

n+1& k! (n—k)! n+l] |7 n+1l n!

8
(8)denklemindeki toplamii k ya 3 defa bélelim : 0 dan [logn] ye kadar; (n-[logn])

den n ye kadar; k nin kalan degerleriyle n yi sonsuza kadar gotiirtiriiz.. Limiti

hesaplamak i¢cin Gamma fonksiyonunda Euler’i kullanarak asagidaki gibi yazariz:

(a) n Kl-a (9)

=lim n—?,
r@a nr= n

Veya
ra+1) = ﬁ{i} {1+ ET . (10)
taln+a n
esitligi gibi yazariz.

Sonucunda asagidaki ifadeye geliriz;

1
_[ta’l(l—t)b’ldtzm, Rea >0, Reb>0. (11)
) [(a+b)
Dolayisiyla , (5) ve (7).ifadelerden,
[tedt=T(a), Rea>0. (12)

0
sonucu elde edilir.
Bu integrallerin kullanim1 Hipergeometrik serinin integral bigiminde ifade edilmesini

saglar. Binom teoremi ve (11) formiilii Euler integraline getirilir.



ab, _ I'(c) i yt\-apb-lgq  gyo-b-1
ZF{ . X}—r(b)r(c—b) !(1 xt) 2L —t)¢ Mt (13)

(13) formiiliinti t degiskeniyle asag:daki gibi degistirebiliriz. t ->1—t o halde

0 14
—(1-%)" F{&C_b ;= } B

c x-1
, , a,b : . o
(13) integrali , Fl{ . ; x} fonksiyonun x =1 den X = oo kadarki on defa ¢izgiyi

kesen karmasik X -in degerlerine analitik yaklasimla ulasabiliriz. Onunla beraber b ve

¢ parametrelerine smirlar konulur, ¢iinki (13) integrali Reb >0, Rec > Reb olunca

ancak toplanmali olur. Re x < % olunca 1
X —

<1 oldugundan, Rex < % kiimesinde

- a,b : »
(14) formiili , F{ . ; x} fonksiyonu analitik yaklasimi kullanarak devam etmeye

yol agar, dolayisiyla (14) formiiliindeki parametrelere konulacak sinirlar iptal edilir.
Euler ifadesiyle y=, F,(a;4&f;6) fonksiyonu

x(1-X)y" +[c-(@+b+1)x]y’ —aby =0 (15)
. . L c_ab c-a,c-b .
Diferensiyal denklemini saglar. Ve (1—x) ,F . ;X | (15) denkleminin

¢Oziimii olacagini gostererek,
a,b ca c—a,c—b
2F1|: c : X}=(1—X) " 2F1|: c : X} (16)

Formiilii bulundu.

Gaussun temel islemi sonrasi Hipergeometrik serilerini sistematik sekilde
gelismeye baslanmis. Bir ¢ift parametre bir farkla ifade edildiyse kalan parametreleri
cift cift birbirine esit iki fonksiyonuna ,FYye komsu fonksiyon denir. Eger
F =, F(a,b;c;x) fonksiyonu verildise o halde F(ax) =, F(ax1b;c;x)
fonksiyonu komsu fonksiyon , aym zamanda F(bt) ve F(ct) fonksiyonlar1 F

fonksiyonu ile komsu olurlar.



Gauss , F,(a,b;c; x) serisi ve ona komsu olan iki seri arasinda lineer bagimlilik
gergeklestigini gosteriyor
Devamli rasyonel i¢in , F,(a,b+1;c+1;x)/, F,(a,b;c; x) Gauss yeni ayirimi

bulmus. Bu ayirim asagidaki gibi

{a,b+l }
R ' X
c+1 1

- , 17
alb_ 1_ dgl)l(x ( )

R c i X 1_1,%

Burada
a+n)(c—-b+n

=t DE=D D) (19)

(c+2n)(c+2n+1)
_(b+1+n)(c-a+1+n) (19)

M (c+2n+D)(c+2n+2)
,F, fonksiyonu icin (14), (16) lineer degisimden baska bir parametreye bagli olarak
sectikten sonra karesel degisim gergeklesir. Bu degisimlerin 6zel ifadelerini Landen ve
Lagranj ispatlamislardir, ondan sonra Gauss ,F, fonksiyonu igin bir parametre
simirladigi zaman genel ifade bulmustur. Bu ifade (1—2rcosé@+r?)™* fonksiyonu
cosnd olarak Fourier serisine ayirdiginda meydana gelecek sonucunu

gostermistir.Gauss esitligi ;

(1-2rcos@+r?)™ :%+Zan cosné, (20)
n=1
burada
k,k+1
an :&rnzFl + ,r2 = (21)
n! n+1

=%(1”2)knrnzl{(km)/z,(k+n+1)/2_ 4r? }:
n! !

n+1 "(1+r?)?

:%(lwz)‘”‘z”r"zF{kJrn’n+1/2' Ar }:
n! !

2n+1  T(1+r)°

= g4 2y zeanpn g {k +N,n+l2 A }
n! ! '

2n+1  '(1-r)?



Gauss karesel degisimi kullanarak asagidaki sonuca ulagsmistir
,F(aba+b+1/2;4x(1-x)) =, F(2a,2b;a+b+1/2;x). (22)
Bu sonu¢ Gaussun Hipergeometrik diferensiyal denklemiyle direk baginti

olusturmustur.

a,b —a-—

R 30| LOTC=a=h) oy (23)
c I'c-a)'(c-b)

Sonsuz serisi ¢ >a-+b oldugu halde toplanma serisini ispatlamak i¢in kullanmistir.

Pfaffanin toplamindan:

3|:2|:_n’a’b . 1:|_(C_a)n(c_b)n (24)

c,a+b+l-c—-n""| (c),(c—a—-b)

N — oo (23) formiili elde edilir.
Eger vy, ve y, fonksiyonlar: (15) denklemin ¢6ziimii ise o halde fonksiyonlarin

asagidaki Hipergeometrik seriler yoluyla ispatlanacagini Klausen gostermistir.

Yi= Fl{iq b; X} (25)

a+l-cb+l-c } (26)

Y, :Xl_C2F1|: - X .

Ayni zamanda Klausen y;?,y; ve y,y, fonksiyonlari iigiincii derecedeki denklemi
sagliyorsa, c=a+b+1/2 ise ,F, fonksiyonu iiciincii derecedeki denklemin ¢6ziimii

olacagini asagidaki sonugla gostermistir.

a,b ? 2a,2b,a+b
,F X || =3 F X . (27)
a+b+1/2 a+b+1/2,2a+2b

Diferensiyal denklemlerin bakisiyla Kummer ,F ~ fonksiyonun bir ¢ok
Ozelliklerini tanimlamistir. (15) denklemin 24 tane ¢6ziimii oldugunu géstermistir. X in

pozitif derecesi olarak 4 dereceli seri ¢ozlimiinii bulmustur. Yani, yukarida gosterilen y,
ve y, ¢dzliimii, aynt zamanda (16). formiil yardimiyla bulunan sonuglardir. Degisimleri
bu kurallar ifadesiyle degistirerek X —>1-X,X— XHx—=>1l-xt x> x(x-D*' ve
X — (1-x)™ Hipergeometrik diferensiyal denklemi elde ederiz. Bu denklem 4 adet

¢oziimden olusan 5 adet grub halindedir. Bu ¢Ozlimlerin 3 tanesi lineer bagimsiz



¢coziimlerdir. Bu ozellik ,F, fonksiyonun 1 den cokadarki aralikla pozitif dogruyu
kesen karmasik ifadelerle tanimlanir.

Kummer (15) denklemin X =1 noktadaki 6zellikleri incelemistir. Onun igin (15)
denklemindeki degisim biyiikligii X-—X/b degisim biyiikligiyle degistirerek
b — oo giderken Xx=Db noktasina kaydirmistir. Béyle degisim X=Dbve X=o0 oldugu
regular 0zel noktalar1 X=o0 oldugu regular olmayan 0zel noktalara gecebilecegini

bulmustur. Ve bu degisimler sonucunda asagidaki denklemi elde etmistir

1F1|:b ;X:|=eX1F1|:C_b;_X:|- (28)
c C

a,b,c
Elde edilen sonuglari X=1 zamaninda toparlayarak 3F2{ de ;X}

fonksiyonuna kullanmistir.Parametrele konulan bir sinir olarak karesel degisim yoluyla
a,b ]
R c ; X | fonksiyon arastirilmistir.

Bu arastirmanin 6rnegi (22) .ci formiilde hesaplanmistir. Bundan baska 6rnekler

olarak asagidaki fonksiyonlar :

a,b bb-a+1l/2 —
2F1 ;XZ :(1_X)_2b2 F1 y ;sz ’ (29)
b—a+1 2b-2a+1 (1-x9)

Parametre 0zel sekilde secilerek x=1/2 noktasindaki ,F, ~ fonksiyonun degerini
hesaplamada (22).formiilii (karesel degistirmeyi) kullanmak miimkiindiir. O halde
asagidaki formiilii ele alirsak:

2a,2b 1/2 _T'(a+b+1/2)r@1/2)
2 Ha+b+1/2’ F(@a+1/2)l'(b+1/2)

(30)

Parametrelerin ifadelerinde asil ve baslangic fonksiyonlar1 Hipergeometrik
fonksiyonlar yardimiyla tanitmak fonksiyonlarin en 6nemli dzelliklerinden sayilir:

Baslangi¢ fonksiyonlar i¢in 6rnekler:

(1+I)ﬂ:F(_ﬂ!.ﬁi.ﬁ; _I}, Iﬂ:F(—ﬂ,_ﬁ,_ﬁ;l _I)



T+

1
“In(l+2)=F(1,1,2;—2) " = lim F(1,n,1;f—1)
T

| 1 a?
cosr = lm Fla 3 ———
@, f—o0 ( 2 daf
Lejandrin polinomu:

1—=x

Pyx)=F(n+1,-n,1; 5 )

Lejandrin fonksiyonu:

I'n+m+1)

J— _ A
Pﬂ,m(I) - (1 T )2 er(n —m+ I)I‘(m+ 1

1—
)F(n—i—m—i—l,m—n,m—i—l; 2:1:)

Bessel fonksiyonu:

:.I: M
. (i) ,. at
Julw) = Tm T(v+ 1)17?('“”‘*3-"’”r L 40_{5)



2. Hipergeometrik Denklemler

Hipergeometrik veya Gauss denklemi asagidaki bi¢imde ifade edilir:
X1-X)y"+[-y-@@+b+1)x]y’ —aby =0 (1)
Burada a,b, y -reel sayilar.
x=1 ve x=0 noktalar1 (1) denklemdekinen farkli noktalart olur. x=0
naktasinin yaninda (1) denklemi asagidaki gibi yazilir:

[7-@a+rb+Dx[Dx abdx*+1
" k=0 ’ k=0

y"+ y' - 5 y=0. (2)
X X

x =0 noktasina denk gelen ifade asagidaki gibi
AMA-1)+y4=0. (3)
(3) denklemin kokleri 2 =0, A=1-—y.Eger y-negatif sayr degilse, 0 halde Gauss
denklemi |X| <1 oldugunda toplam iki lineer bagimsiz ¢oziimii bulabiliriz.
Ormek 1: X(1-X)y"+[-y-(a+b+1)x]y’—aby =0 denklemin |x|<1ve y -biitiin ters

say1 olmayan andaki ¢oziimiinii bulalim;

Coziim: Denklem ifadelerini bulalim, bunlar 2=0, A=1-y. Ve daha A1=0

koklerine denk gelen ¢oziimleri bulalim
yi(x) =2 cx". (4)
k=0

(4) ¢oziimdeki ¢, biiyiikliigiin degerini bulmak i¢in (4)formiilinde denklemi

yerine koyarak
X(1- x)ickk(k X2 4 [-y-(a+b Jrl)x]ickkxk‘1 - abickxk =0. (5)
k=2 k=2 k=2

X in esit derecedeki kat sayilarin sifira esitleyerek, c, ye gore denklemini elde

etmis oluruz.



k(k -1)c, —k(k +1),., —7(k +1)c,, + (a+b+1)ke, +abc, =0,

c :k(k—1)+(a+b+1)k+ab _(a+k)b+k) ©)
e (k+y )k +1) “ (k+y)k+1) ¢

k=0,1,2,...

c, =1 diye kabul edelim c, nin kalan degerlerini yan yana bulalim

ab _a(a+1p(b+1) . a(a+1)a+2)b(b+1)b+2)

A T () y(y +1)y +2)

7
. _ala+1a+2).fa+rk-Dpb+1bo+2).(o+k-1 ()
e Kly(y +1)y +2).(y +k -1) o
Dolayisiyla, aradigimiz vy, (X) ¢oziimii asagidaki gibi yazilir
y.(0) =1+ i a@a+1)a+2).(a+k-1pb+1)b+2).(b+k —1))(k ®
] k!;/(}/ +1)(;/+2)...(7+k —1)

(8) ifadedeki ¢oztime Hipergeometrik serisi denir ve |x| <1 olunca toplama serisi

olur, bunun toplamina ise Hipergeometrik fonksiyon denir.

. Gala+i)a+2).(a+k-1pb+1)o+2).(o+k-1) ,
Flaby 0=t a(y +10 + 20y +k 1) <O

Denklem vy, (x) ¢6ziimiiyle lineer bagimsiz ifadesini asagidaki gibi yazabiliriz;

Yo (x) = X7 e xk (10)
k=0

Verilen denklemdeki aradigimiz fonksiyonu yeni fonksiyonla degistirirsek;
y(x) = x"7z(X). (11)
O halde
Y'(x) = X7 2'(x) + (L y )X 72(x),
Y'(x) = X7 2°(X) + 20—y X 72 ()~ p L=y T H2(¥). (12)
(11), (12) formiillerini kullanarak verilen denklemi degistirelim:

X1-X2") +{=2-y)+[L+@+1-7)+(b+1-y)X]Z’(¥) + @+1-y)(b+1-y)z(x) =0 (13)
(13) Hipergeometrik denklem parametreleri olarak a+1-y, b+1-y,2—y sayilar
alinir.  (13) denkleminin  ¢6ziimii Hipergeometrik seri seklinde goziikiir ve
z(x) =, Fl(a +1-y, b+1-y,2—y,x) Hipergeometrik fonksiyonu (13) denklemin ¢oziimii

olur. (11) formiil cinsinden verilen denklemin ikinci ¢oziimiine sahip oluruz.



y,(X) =x"72F (@+1-y, b+1-7,2—y, x). (14)
yani, [x| <1ve y-negatif say1 olmadigi durumda (8) ve (14) formiilleri cinsinden verilen
¢Oziimii elde ederiz.
y(x) =c,F(a b,y x)+c,x72F (a+1-7, b+1-7,2—y,x),  (15)
burada c,, c,-sabit sayilar, , Fl(a, b,7, X), 2F1(a +1-7,b+1-%,2—y, X) ise

Hipergeometrik fonksiyonlardir.

Ormek 2: x(1-Xy"+[-y-(@@+b+1) ' —aby=0 denkleminin x=1 noktasinda

a+b+1-y-negatif say1 olmadig1 durumda ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim: Eger x=1-t yerine koyma yoluyla sabit biiylimeyi degistirecek olursak; o

halde X =1 noktas1 t =0 noktasina geger verilen denklem asagidaki gibi degisir:
tt-1)y"+[-(@a+b+1-y)+(@+b+1tly’+aby=0. (16)

Ifadedeki denklemin A =O0¢oziimiine denk gelen (16). denklem c¢oziimiin derece

cinsindeki seri seklinde hesaplayalim.
yi(x) =2 ¢t 7)
k=0

(17) formiiliindeki ¢, biyiikligiin degerini bulmak i¢in (4). formiilde verilen

denklemi yerine koyalim .

tt-1)Y e k(k-Dt2 +[- @@+ b+1- )+ (@+b+ DY okt +ab3 e t* =0.
k=2 k=2 k=2

(18)
t nin esit derecedeki kat sayilarini sifira esitleyerek , ¢, ye gore denklemini
elde etmis
k(k 1), —k(k +1)c,,, —(@+b+1-yp)(k +1),,, — (a+b+1kc, —abc, =0,
oluruz.c, . = k(k—=1)+(a+b+1)k—ab ., - (a+k)(k—b) .
(k+a+b+1-y)k+1) (k+a+b+1-y)k+1)
k=012,.

(19)



Cc, =1 diye kabul edersek c, nin kalan degerlerin yan yana bulabiliriz.

ab

a+b+1-y'
a(a+1)b(b+1)

A@+b+1-y)2+a+b-y)
~ a(a+1)a+2)p(o+1)b+2)
P 3a+b+l-y)2+a+b—y)3+a+b—y)""
. al@a+1)a+2).(a+k-21pb+1)b+2)..(o+k-1)
““ka+b+1-y)2+a+b—y)3+a+b—y)(kratb—y)""

C, =

C, =
(20)

Dolayisiyla, aradigimiz y, (t) ¢Oziimii asagidaki gibi yazilir

ala+1)a+2).(a+k-1pb+1) b+2).(b+k-1)
“ki(a+b+1—y)2+a+b—y)3+a+b—y).(k+a+b—y)

(21)

(21) ¢dziimiindeki seri Hipergeometrik seri denir ve [t <1 olunca toplama serisi

y, (t) = 1+Z

olur,ve toplami Hipergeometrik fonksiyon denir

F(aba+b+l-yt)= 1+Z a(a+1)fa+2).(a+k-1pb+1)b+2).(b+k-1)

+k
L

(22)

denklemin vy, (t) ¢oziimiiyle lineer bagimsiz ¢oziimiinii asagidaki gibi
yazabiliriz:

Y, (t) =77 ¢tk (23)
k=0
Verilen denklemdeki aranan fonksiyonu yeni fonksiyonla degistirerek ;
y(t) =t z(t). (24)
O halde denklemin ¢6ziimii Hipergeometrik seri seklinde goziikiir ve

2(t)=, F(y—b, y—a,y +1—a—b,t) Hipergeometrik fonksiyonu (24) formiiliiyle elde

edilen denklem ¢6ziime ulasir. (24) formiilii cinsinden ikinci ¢oziimiinii elde ederiz.
yz(t):tyfa*szl(y—b, y—a,}/+1—a—b,t). (25)
Dolayisiyla , | <1 ve a+b+1-y-negatif say1 olmadizi durumda (21) ve (25)

formiilleriyle (16) denklemin ¢oziimiine ulasiriz.

Skl(a+b+1l-y)2+a+b-y)3+a+b-y).(k+a+b-y)



y(t)=c, ,F(aba+b+1l-yt)+c,t" *%F (y-b, y—ay+l-a-bt), (26)
burada c,, c,-sabit sayilar,
,F(ab,a+b+1-y1), t"*°F(y-b, y—a,y+1-a-b,t) Hipergeometrik
fonksiyonlar.
yani x=1-t yerine koymay: hatirlarsak (21) ve (25) formiilleri yardimiyle
verilen denklemin x =1 noktasindaki lineer bagimsiz ¢dziimlerine sahip oluruz

y,(x)=,F(a,b,a+b+1-y1-x),

Y,(X)=(@-xyY " "2F(y-b, y—a,y+1-a—b,1-x).  (27)



3. Temel Hipergeometrik Serisi

Agciklama: Eger Cn% ifadesi her hengi bir sabit q parametresini n.ci dereceden

n
bagimli rasyonel fonksiyonu ise , 0 halde ch -serisi Temel Hipergeometrik Serisi
denir
Temel Hipergeometrik Serisi igin q — binom teoremi asagidaki gibi yazilir;

. (a,n)nxn B (ax,q), e
“(9.9),  (xq), ' <1 1)

Genel kabul goriilen igareti hatirlayacak olursak, o halde

0

(@q), =[Jt-aa"). @

n=0

ve

(a,9),

(a,q), :W’ n=0+1+2.. (3)

Asagidaki gibi seriyi toplamali Hipergeometrik serinin 6rnegi gibi bakabiliriz:

a,,...,a o (a ,q)n . (a,,q n(_l)rnqr(nz_n)/z n
P+1¢)p+r|: ° P :|:z 0 ( p ) X" (4)

b,,ib < (b.9),--0b,..9) (a.0),

1 Mpgr
(4) serisine benzer iki tarafli seri de toplamali Hipergeometrik seri seklinde kullanilir.

v {al""’ap q }i(a“q)“ -(ay.q) (O
PERT by, & (by,),-\b,...0) .
Simdi g- binom teoremini asagidaki gibi gosterebiliriz.
a (ax;q)
g, X|=-—7=, [X<1. (6)
l%[— } (o). M

0 0
XVII asirda L. Euler 1(0{ 7, X] lgol[o;q, X} fonksiyonlarmm1 boyle

tanimlamistir.



0 w (1) (nz—n)/2 n
m{o;q, x}Z( G

n=0 (q; Q)n

Ve ayni1 zamanda , Euler asagidaki ifadeyi bulmustur.

i(—l)”q(f““z*”)’2 =(9:0), - 9)

Eulerin (9) kuralindaki ifadeyi Gauss devam ettirerek asagidaki sonuca

ulagmustir.

i(—l)"q(”z‘”)’ZX”=(q:Q)w(X:Q)w(%:q) . (10)

—o ©

Geyne q —binom teoremini tekrar agarak ,¢, fonksiyonuna ilave etmistir.

Calismasinda Gauss kurallarin1  sonuglamistir, dolayisiyla aym tipteki kesintisiz

denklemler i¢in iki ayrimi tanimlamistir .

zwl[a(;b;q’ X}_M gp[C/b’X;q, b} (11)

T (x09),(ca), T ax
(abx_q)
a,b c VU c/a,c/b  abx
; ) = ’ ! 12
2¢’1{ c q X} (x:.q). 2(”1{ c q c } (12)

, F, fonksiyonu i¢in g degisken sonucunu bulmakla denklemin bazi ¢6ziimlerini

de ilave etmistir.
Tome (11) formiiliini degistirerek tam integralin q toplamasini veya sonucunu

(13) formiilii cinsinden tanimlamustir.

[ 1Odt=a@-)> (aq)a" (13)

Bu durumda 0<q<1.

Tome (agq"",aq") araliginda a(q" —q"*") agirhig ayn1 degerde béliinen halinde
Ise; [O,a] kesintisindeki sabit miktar1 diskret miktarina degistirmeyi sunmustur. O

halde g —binom teoreminin asagidaki gibi yazilimi miimkiindiir.



- (A"509)., 0 _ (3%0).(00), 14
Zeqia).  0ca).@a). oo

Devaminda n! nin g-sonucu asagidaki gibi tanimlanur.
n!q = 1(1+ CI)(1+ qg+...+ qn—l) = (q’ q)n (1_ q)—n . (15)

(2). formiilii kullanarak Gamma Fonksiyonu i¢in (15) .formiiliinii sonuclandiralim.

r,(n+1)=nl, = %(1—@-”
(a™;a),

veya
(q’ q)oo —X
1—‘q (X) = n!q = X. (1_ q)l (16)
(q ’q)oo
Dolayisiyla, q integralin kullanarak ve ayr q”, Xxi q®degistirerek (14).

formila tekrar kuralim.

1t"‘*1(tq;q)wd (o I, @, (8)

= , (17)
> (@’a), ' T@+p)
(17) formiilii Euler integralinin q -sonucun gosterir.
1
J‘ta—l(l_t)ﬂfldt — 1—‘(a')l—‘(ﬂ) )
5 I'(a+p)
Geynenin ilk degisim tanimi, veya (11) formiilii asagidaki gibi yazilabilir
*,q” L) f@’xta), (g0), .,
.M{q g X}: ; [, (@D, g (1)
g LA (r=p)y (a), (@),
Ve bu Eulerin integral cinsinden q agiklamasi olur.
1
ZF{a”B ; x}:L j (1—xt) 2t (@-t) 7 At (19)
y (AT -85

Tomenin c¢aligmalarindan haberi olmayan Rodjes Geyne degisimleri anlatmaya
calismistir. Parcali interpretasyonlari bulmakla yeni fonksiyonlari tanimlayarak en
onemli esitlige sahip olmustur. Esitliklerin igerisindeki (20) ve (21) formiilleri
yardimiyla agiklanan esitlikler kisa siirede ¢alisma kapsamina alinmistir.

© qn2 _ 1 20
nzz(;(q;q)n (@;9°)..(a%;9°)., 20)




D el (1)

(@), (a50%),(@%a0),
Rodjersin 6nemli formiillerinin birinde duracak olursak. C.(x;b|q)polinom
kiimelerini agiklayalim.

2x(L-bg" JC,(x;b/q) = [L-q"*)C, . (x;b/q)+ (L-b*q" ), 4 (x;b/q)

(22)
Co(x;b/q)=1 C,(x;b/q)=2x(1-b)1-q)".

O haldeRodjersin formiiliine sahip oluruz

mnn

C,(x;b|q)C, (x;b|q) = Za(k. m,N,)C 2 (X;D1 Q). (23)

burada

alk.n.m)= (q;q)m+n—2k(b;q)m—k(b;q)k( 2;q)m+n—k(:l'_qun%k)
(k.n, )—( % Qo 2 (0 D (6 Dy (@), (003 ) =) 2

Eger m=n ise (23), (24) formiillerinen

2b 2 2b2
a,b,c, a / _ o a’,b?, ab, c, / 0.
ab\/a —ab,—aby/q, ‘| aby/q, —ab,—ab/q,ab
(25)

Formiilii meydana gelecegini Gasper gostermistir.

Eger a=q“, b=q”,c=¢e" ise, o halde (25) formiiliine q —1 limite giderken

asagdaki tanimi eldeederiz.

ap 20,28, a+f
|:2F1|:0{+ﬂ+%’ tﬂ BE leia+,6’+%,2a+2,6” L (26)

burada 2t =1-cos@d. (26) formiilii pargalanabilen seriler i¢in yer alir , ve (25)

formiilii pargalanabilen formiiller i¢in yer almaz.
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