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      Bu tezde ilk olarak Laplace dönüĢümü genel özellikleri ve teoremleriyle birlikte 
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Ġmpuls fonksiyonları incelenmiĢtir. Bazı impuls problemlerinin çözümü için Riemann–

Stieltjes Ġntegraline yer verilmiĢ ve bu integral türünün Laplace dönüĢümü verilmiĢtir. 

Ġmpuls fonksiyonlarının Laplace dönüĢümlerini içeren uygulamalı örneklere ve son 

olarak bu örneklerde kullanılmak üzere Laplace dönüĢüm tablosuna yer verilmiĢtir. 
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     Бул изилдөөдө алгач Лапластын өзгөртүү ыкмасынын жалпы касиети жана 
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Лапласа и теорем. Исследована функция импульса, которая нашла приминение 

при  решении задач в области физики и инженернии. В решении некоторых задач 

импульса использован интеграл Римана-Стилтьеса и введен этот интеграл на  

преобразование Лапласа. Практические примеры импульсной функции на  

преобразование Лапласа и использоваться в этих примерах приведена таблица 

Лапласа. 
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LAPLACE TRANSFORM OF İMPULS FUNCTİONS AND THEIR 

APPLICATIONS 

 

          In this thesis, first of all Laplace transform is defined with its general properties 

and theories. Impulse functions that generally speaking finds application areas in 

phsical and engineering problems were analysed. For the solution of some of the 

problems of Impulse functions, Riemann-Stieltjes Integral were given. Practical 

examples involving Laplace transform of Impulse functions and finally to be used in 

these examples Laplace transform table were given. 
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1. LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ 

                   
 js  0  

karmaĢık (complex) veya reel değiĢken, - açısal frekans, 0  

gerçel sayı ve 0t  olmak üzere, Laplace DönüĢümü; 

 








 




00

)(lim)()( dttxedtetxsX stst
.                              (1) 

biçiminde ifade edilir. Burada limit varsa Laplace dönüĢümü de vardır. Eğer limit 

mevcutsa, integral yakınsak denilir. Limit mevcut değilse, integral için ıraksak denilir 

ve bu durumda x için tanımlı Laplace dönüĢümü yoktur.    

 

                  )(sX  Laplace fonksiyonu ve   

 

 )()( txLsX                                                                (2) 

 

Ģeklinde yazılır. Burada L - Laplace dönüĢüm operatörüdür.   

                   
1L  ters laplace dönüĢümünü ifade eder. 0t   durumunda ancak Laplace 

dönüĢümü elde edilir. Eğer 0t   ise fonksiyon tanımsız olacağından dönüĢümde 

yoktur. Ters Laplace dönüĢümü: 

 

 )()( 1 sXLtx  ,                                                  (3) 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

                  Eğer Laplace dönüĢümünü impuls fonksiyonu için uygulayacak olursak 

 

  1)()(
0

 


 dtettL st ,                                          (4) 

denklemi elde edilir.  Çünkü  0t  durumunda  0)( t  olur. 

 

 

 



 

              Eğer  0t  ise  1)( 




dtt  ve  1ste  olur. Dolayısıyla (4). denklem 

yardımı ile aĢağıdaki denklem elde edilir: 

   
s

e
s

e
s

dtetL st

t

stst 1
1lim

11
)(1

00

 









 .          (5) 

 

  Pratikte Laplace dönüĢümü ile Ters Laplace dönüĢümleri için hazır tablolar 

vardır. Bu tablolara bir örnek 6.Bölümde Laplace DönüĢüm Tablosu baĢlığında 

verilmiĢtir. 

 

       Laplace dönüĢümüyle ilgili bazı önemli teoremler aĢağıda sıralanmıĢtır. 

 

1.1.Doğrusallık Teoremi (Linearity Theorem):  
 

        Herhangi A , B  Reel veya KarmaĢık sayıları için, 

 

)()()()()()( 210210 tBxtAxtxsBXsAXsX             (6) 

 eĢitliği kullanılır.  

  

İspat: Ġspatlamak için Ġntegral özelliğiyle yaklaĢırsak: 

 

      


















 
00000

)()()( dtetgBdtetxAdtetBgdtetAxdtetBgtAx ststststst

    (7) 

  teoremi ispat etmiĢ oluruz. 

 

1.2.Diferansiyel Alma İle İlgili Teorem:  

 

     Eğer     x(t)LX(s))(  vetx
dt

d

dt

dx
ise,  

)0()( xssX
dt

dx
L 









.                                         (8) 

biçiminde olur. 

 

İspat: Teoremi ispatlamak için Laplace dönüĢümüne türev alarak bakalım 



 






0

)()( dtetxtx st
.                                                  (9) 

            9.denklemde değiĢken değiĢtirme metodunu uygularsak; 

 

)()( txvdttxdv

sedueu stst



 

 

 

elde ederiz. Bu durumda, 











 

0
0

0

)()()( dtetxsetxdtetx ststst
.                  (10) 

bulunur. 

             




0
)( stetx  değerini hesaplayalım. DönüĢümde 

tMetx )(  hatırlarsak, o 

zaman sRe  durumunda aĢağıdaki değeri elde ederiz: 

 

 tsst Meetx Re)(    .                                            (11) 

            Eğer t  giderse, o zaman sRe ifadesiyle   0)( Re   tsst Meetx 

olur. 

            Dolayısıyla 0)( 




t

stetx  elde edilir. 

            Böylece  )0()(
0

xetx
t

st 



 olduğunda (10). formülden aĢağıdaki gibi bir 

denklem elde edilir:  

)0()()0()(
0

xssXxdtetxs
dt

dx
L st 













.          (12) 

Bu da  teoremi ispat eder. 

            Ġspatlanan teoremlerin sonucuyla aĢağıdaki gibi yüksek dereceden türevlerin 

(Higher order derivative) formülleri elde edilir. 

 

            Ġkinci dereceden türev için 



 

)0()0()(2

2

2

xsxsXs
dt

xd
L 









,                        (13) 

ve n.ci derecedeki türev için 

 

 









 n

k

kknn

n

n

xssXs
dt

xd
L

1

1 )0()( .                 (14) 

Ģeklinde yazılır.- 

 

1.3.Dönüşümün İntegral İle İspat Teoremi: 

            Eğer )()( sXtx



  ve 

t

dttxtg
0

)()(

  

olursa, o halde 

  )(
1

)( sX
s

tgL  .                                                 (15) 

olur.  

İspat:  Öncelikle )()( txtg  , ve 0)0( g  alalım. )(tg  fonksiyonunun ifadesiyle 

)(sG  yi aĢağıdaki gibi belirlenir. 

)()( sGtg



 .                                                          (16) 

(16) formülünün  Diferansiyelini alarak; 

)()0()()( ssGgssGtg 



.                                (17) 

elde edilir. 

            Eğer )()( txtg   olduğunu hatırlanırsa, o halde (17). formül ile aĢağıdaki 

formülü elde edilir: 

)(
s

1
G(s))()( sXvesXssG  .                        (18) 

Yani  

)(
1

)(
0

sX
s

dttxL

t









 . 

olur ki böylece teorem ispat edilmiĢ olur. 



 

1.4.Zaman Gecikim Teoremi (Time Delay Theorem): 

 

            Eğer 0  ise, aĢağıdaki denklemi yazılabilir. 

    )()()( sXetxLetxL ss    .                           (19) 

      Bu teorem yardımıyla önemli pratik değerleri içeren impuls fonksiyonları 

gibi fonksiyonlar ifade edilebilir. 

      )(tf  fonksiyonun grafiği  aĢağıda ġekil 1.1.а) da  gösterilmiĢtir.  )( tf  

Fonksiyonun grafiği )(tf  Fonksiyonun grafiğine göre   mesafe kadar kaydırılmıĢtır. 

Bununla beraber   ,o  aralığındaki fonksiyonun grafiği tO  odağına denk gelir.  

)( tf   fonksiyonun grafiği aĢağıda  ġekil 1.1.b) de gösterilmiĢtir. Dolayısıyla  

)( tf  fonksiyon yardımıyla ifade edilen iĢlem, )(tf  fonksiyonu ile gösterilen iĢleme 

göre   zamanı kadar geç baĢladığı anlamına gelir. 

 

ġekil 1.1. 

       Eğer 1)( th  birim fonksiyon (unit function) ise , o halde  )( th  

fonksiyonun grafiği Ģekil 1.2.а) daki gibi olur. 
tetf )(
 ise, o zaman   tetf )(  

olur. tetf )(  fonksiyonun grafiği Ģekil 1.2.b) de kesiksiz çizgilerle, diğer taraftan 

  tetf )( fonksiyonun grafiği ġekil 1.2.b) de kesik çizgilerle gösterilmiĢtir 

a) b) 

 

f(t-) f(t) 

t t 



 

 

ġekil 1.2 

 

İspat:  Eğer )( tx  fonksiyonu  ,o  aralığında sıfıra eĢit olduğu hatırlanırsa,  








 


 dtetxdtetxtx stst )()()(
0

                     (20) 

ve aĢağıdaki gibi yerine koyma iĢlemiyle; 

1tt    ,                                                                    (21) 

 











 
0

11

0

11
11 )()()()( dtetxedtetxdtetxtx

ststsst 



 .        (22) 

elde edilir. 

             (1).denklemi kullanarak, (22). denklemden 

)()()(
0

11
1 sXedtetxetx ssts  



                                   (23) 

denklemi elde edilir. 

                  Yani  

    )()()( sXetxLetxL ss    . 

eĢitliği bulunur. Bu da teoremi ispat eder. 

a) b) 

t t  

1 1 

 



 

              Bu teoremle ilgili )( th  fonksiyonun ifade ediliĢi se
s

1
fonksiyonu, ve  

fonksiyonun ifade ediliĢi 
se

s



1

1
fonksiyonu olur. 

        ġimdi de bu teoremi   zaman içerisinde etki eden birim impuls (unit 

impulse ) fonksiyonu ifade etmek için kullanalım. 

            

ġekil 1.3 

 

    (24) 

 

                  

            Elde edilen fonksiyonu iki çeĢit denklem olarak ifade edebiliriz: 

a).  









0t,1

0,0
)(

t
th  ,        b).  















t,1

0,0
)(

t
th .       (25) 

                  )(th  fonksiyonunun  ifadesine 
s

1
 ve  )( th  fonksiyonunun ifadesine 

se
s

1
 yazarak doğrusallık teoremiyle aĢağıdaki denklem elde edilir: 

  ss e
s

e
ss

tI   1
111

)( .                                    (26) 

1 

t  

















.,0

,0,1

,0,0

)(





t

t

t

tI      



 

 

ġekil 1.4 

                  ġimdi de   zaman biriminde etki gösteren darbe 0t  zamanında değil de 

Tt   zamanında baĢlasın diyelim. Teoremi de fonksiyonu bulmak için kullanalım. Elde 

edilen fonksiyon iki çeĢit denklem olarak ifade edilebilir: 

a).  









Tt,1

0,0
)(

Tt
Tth ,       b).   















T

Tt
Tth

t,1

0,0
)( .  (27) 

)( Tth   fonksiyonun ifadesi sTe
s

1
 ve  )(  Tth  fonksiyonun ifadesi de   Tse

s

1

olur. Ve sonuçta doğruluk teoremin kullanarak aĢağıdaki teoremi bulunur: 

    sTsTssT ee
s

e
s

e
s

tI    1
111

)(1 .                          (28) 

      Bize zamana  göre darbeli bir sistem verildi diyelim. Bu sisteme zamanın 

nT  anında baĢlayan darbelerin toplamı olarak bakabiliriz. Zaman birimi   kadar 

uzayacak. Dolayısıyla gecikme ve doğruluk teoremi tabanlı aĢağıdaki gibi bir denklem 

elde edilir: 

       

    
 

.
1

11
...11

1

1
1

...1
1

1
1

1
1

)(

2

n2

2

sT

s
nsTsTsTs

sTssTssTss

e

e

s
eeee

s

ee
s

ee
s

ee
s

e
s

tI




















    (29)   

      Zamanla, eğer 2T  olursa, bu durumda  (29).denklem basit bir forma 

dönüĢür: 

 
.

1

1
)(3 ses

tI


                                                 (30) 

                  Birinci darbe  0t  anında değil de t anında baĢlarsa, (30).denklem ste  

ile çarpılarak; 

t t T T+  T T+ 2T 2T+ 



 

   
.

1

1

1 



ss

s

eses

e




 



                                        (31) 

ifadesi elde edilir.      

 

 

ġekil 1.5 

                  Darbe boyları her zaman aynı olması mümkün değildir. Eğer darbe 

fonksiyonu       sTss
ee

s

b
e

s

a 
 21 11

  ile tanımlanırsa, iĢlemin grafiği aĢağıdaki gibi 

olur. 

 

ġekil 1.6 

                  Yukarıdaki iĢlemler gibi Sinüzoid sinyallerin ifadelerini de elde edebiliriz. 

Bunun için fonksiyona iki Ģekilde bakabiliriz : tsin ,  tsin . Eğer 
22

sin
ws

w
wt


  

formülünü ve gecikme zaman teoremini kullanırsak aĢağıdaki denkleme ulaĢırız: 

 se
s

tx 


 1
1

1
)(

2
.                                       (32) 

a 

b 

1 T T+2 t 

1 

-1 

 2 3 4 t 



 

 

ġekil 1.7 

                  Sinüzoid sinyal (impuls,darbe) 0t  anında değil de Tt   anında baĢlarsa, 

bu tür bir sinyal (darbe) aĢağıdaki tanımla ifade edilir: 

  sTs ee
s

tx 


 1
1

1
)(

2
.                                (33) 

 

ġekil 1.8 

                  Ve aynı zamanda Sinüzoid sinyalin dalga Ģekli zaman grafiğiyle bulunabilir. 

  
  

.
11

1
...11

1

1
2

2

2 sT

s
nsTsTsTs

es

e
eeee

s 














         (34) 

 

ġekil 1.9 

(Kaynak:  Armanoviç 190-333) 
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2. İMPULS FONKSİYONU 

              

     Alanı  S = 1,  yüksekliği 1 / t  ve zaman aralığı t olan dikdörtgen impulsu (darbe) 

tanımlayan fonksiyonu ele alalım (ġek. 1) . 

             

ġekil 2.1. 

 

 

 

             Ġmpulsun uzaklığına göre komĢu ve karĢı iki fonksiyonun yardımıyla 

dikdörtgen impulsu: 

     
t

ttt
tt

t
t

t
tt












)(1)(1
)(1

1
)(1

1
,                      (1) 

 

elde edilir. 

                  Dikdörtgen impulsun limitine bakalım. Eğer impulsun uzaklığı sıfıra 

(t0), ve yüksekliği sonsuza (A=1/t   doğru giderse, aĢağıdaki gibi bir 

denklemle karĢılaĢılır:        

  

 














tteger

t

ttveteger

tt
0

1

00

,



 

     t
t

ttt
tt

tt
 








)(1)(1
lim,lim

00
                             (2) 

             

                  Limiti olan bu fonksiyona impuls fonksiyonu denir ve (t) ile gösterilir. 

Çoğu zaman buna Delta fonksiyonu veya Dirac fonksiyonu da denir  

                 Ġmpuls fonksiyonu aĢağıdaki özelliklere sahiptir: 

       1)  t < 0 ve  t > 0 olunca fonksiyon sıfıra eĢit yani t  0 iken (t) = 0     

       2) t=0 noktasında fonksiyonun değeri sonsuza eĢit yani (0)=.

                  Bunun yanında 

  1




dtt .                                                       (3)  

                 (3) formülü birim fonksiyonu ile delta fonksiyon arasındaki bağıntıyı ifade 

eder ve delta fonksiyonun temel özelliği diye tanımlanır. 

                  Eğer impuls  zamanı kadar geç kalırsa yani impuls fonksiyonu t = 0 anında 

değil de  anında sıfırdan farklı bir zamanda olsa, bu durumda impuls geciken impuls 

ifadesiyle t -  yazılır. Ve hala impuls fonksiyonun temel özelliği değiĢmeden 

kalarak: 

  1




dtt                                                       (4) 

biçiminde yazılır. 

                  Ġmpuls fonksiyonu birim fonksiyonunun limiti ile elde edildiği için impuls 

fonksiyonu birim fonksiyonun türevine eĢit olur: 

 

   
dt

td
tt

)(1
1                                                      (5) 

                (5).denklemden ters tanım da elde edilir: 

 

   dttt

t




 1                                                              (6) 

                  Delta fonksiyonun en onemli özelliği olarak aĢağdaki ifade gösterilir: 



 

  )0()( fdtttf 




  ve   )()(  fdtttf 




                 (7) 

                  Burada  f(t) – bağımsız süreksiz bir fonksiyondur. 

                )()(  ttf   fonksiyonun t =  noktası haricinde diğer tüm noktalarda 

değeri sıfıra eĢittir. f(t) fonksiyonu t =  noktasında f() ye eĢittir.  O halde  f() 

fonksiyonunu integralin dıĢına alabiliriz. Ġmpuls fonksiyonun özelliği nedeniyle integral 

değeri bire eĢit olur:  

    )()()(  fdttfdtttf  








 

                 Ġmpuls etkisi altında sistemin delta fonksiyonunu verme reaksiyonu sonucuna 

impuls ifadesi denir. 8.ci denklem gibi yazılabilir 

 
 
S

tY
tg  ,                                                          (8) 

                 Burada    tS  - impuls etkisi,    tY - sistemin tepkisidir. 

                 Eğer impuls etkisi ne kadar artarsa doğrusallık (linearity) nedeniyle sistemin 

tepkisi de o kadar artar. Eğer impuls etkisi   -zamanı kadar gecikirse, o halde sistemin 

zamanı da  -kadar gecikir. 

      Kuvvetli Elektrik zincirinin verdiği etkiyi hesaplamak için impuls ifadesin 

kullanalım. Öncelikle e(t) gerilimin etkisiyle Elektrik zinciri üzerindeki meydana gelen 

akımı bulalım(ġek. 2.). 



 

 

ġekil  2.2. 

                  Burada         

 

 



















 

tdete

k

tt
ettete

k

k

kk
kkkkk

)()(

0

,.

)(1)(1
)()(1)(1)()( 1

 dir.  
 

                  Alanı     tde -ye eĢit her bir impuls dikdörtgeni zincir üzerinde akımın 

meydana geliĢini ifade eder.Yani 

       dtgetdik                                                        (9) 

                  Burada  tg  - fonksiyonu,   anında zincir üzerine impuls etkisi verince , 

t  yakalama anındaki impuls ifadesinin değeridir. 

Sonsuz küçük  tdi  tanımlarının toplama prensibiyle aĢağıdaki formül elde edilir: 

 

t

dtgeti
0

.)()()(                                                (10) 

                Ġntegralin sonucuna Superpozisyon integrali denir.  

                  Zincirin birim fonksiyonuna olan etki h(t) ile gösterilir . Yukarıda impuls 

fonksiyonunu elde etmek için birim fonksiyonun türevini alarak 11.ci denklem elde 

edilir: 



 

   
dt

td
tt

)(1
1                                                           (11) 

h(t) ve g(t) fonksiyonları aynı zinciri ifade ettiğinden dolayı bunlar kendi aralarında 

sağlam bağ oluĢturur . Çünkü  

   
dt

tdh
thtg

)(
                                                           (12) 

                  Zincirdeki gerilim Еm 1(t) kesintisi olunca yardımcı g(t) ve h(t) arasındaki 

bağıntı bulunabilir.  Ve zincirin etkisi; 

i(t) = Em h(t)                                                                  (13) 

olur. 

                  Diğer taraftan 

   

t

m

t

m dgEdgtEti
00

)()()(  .                            (14) 

yazılır. 

                  Buradan                 

    )()()(
0

tgdg
dt

d
th

t















   .                                     (15) 

elde edilir. 

                  Eğer önceki ifadede t = 0 olurca ifade sıfıra eĢit değilse, bu durumda  h(t)   

ile Ġmpuls tanımı g(t) arasındaki farkı bulabiliriz. Bu iĢlem aĢağıdaki grafikte 

gösterilmiĢtir. 

                        

            

ġekil 2.3. 



 

)()0()()()()( 121 tihthththth  .                             (16) 

            Ġmpuls ifadesi 

)()0()()()( 1 thththtg 


 .                                         (17) 

              Geçici hali olan  h1(t) ve  h2(t)  fonksiyonlarının toplamı ile değiĢtirerek t = 0 

durumunda  h(0) atlama büyüklüğü hatırlanırsa, o zaman Ġmpuls ifadesini elde ederiz.  

Çünkü  h(t)   ve  h1(t) fonksiyonlarının türevi  t = 0 noktası hariç her yerde eĢittir. 

     (17). denklem (10). formül yardımıyla aĢağıdaki gibi yazılır: 

    

ttt

dtehdhtedgteti
000

)()0()(.)()()(         (18) 

               Delta fonksiyonuyla 

 

  )()(
0

tedte

t

                                                     (19) 

denklemi yazılır. 

                  O halde  

    

tt

dhtehtedgte
00

)()0()()(                   (20) 

olur. 

                  Dolayısıyla  

 

tt

dhtehtedthethe
00

)()()0()()()()()0(          (21) 

elde edilir. 

                  Burada,   

t

dthethe
0

)()()()0(  - Duamel integralidir. 

         

t

dhtehte
0

)()()0()(   ise Superpozisyon integralidir. 

( Kaynak: G.Deç 80-120) 

 



 

3. RİEMANN-STİELTJES İNTEGRALİ 

  

              ,  aralığının (    nn tttt 110 ... ) bir bölümünü düĢünelim. Her 

 ii tt ,1  alt aralığından rastgele bir ix  noktası iii txt 1  olacak Ģekilde seçelim. 

  ,  aralığında tanımlı f  ve    fonksiyonları için 

    



n

i

iii ttxf
1

1)(                                              (1) 

ifadesini oluĢturabiliriz. 

                  Eğer bu toplamlar 0)(max 1  iii tt   , i  durumlarında ve her 

 iii ttx ,1  için sonlu bir limit olan L’ye yakınsar ise, bu durumda bu limite f ’nin 

  ,  aralığında  ’ye bağlı  “Riemann-Stieltjes Ġntegrali” denir ve L nin değeri için 





 )()( tdtf                                                   

ifadesi yazılır. 

                  Eğer    tt   ise, bu durumda (1) deki bütün toplamlar bildiğimiz Riemann 

toplamlarıdır ve böylece adi Riemann Ġntegrali elde edilir. 

Teorem:        

i. Eğer 
b

a
fd 1  ve 

b

a
fd 2   integrallerinin her ikisi de mevcut ve 21     ise  

bu durumda f ( Riemann-Stieltjes)  ’ye göre integrallenebilir ve  

  
b

a

b

a

b

a
fdfdfd 21  . 



 

ii. Eğer 
b

a
df 1  ve 

b

a
df 2  integrallerinin her ikisi de mevcut ve 21 fff     ise, 

bu durumda f   ’ye göre integrallenebilir ve 

  
b

a

b

a

b

a
dfdffd  21 . 

iii. Eğer 
b

a
fd   mevcut ise, bu durumda herhangi bir c sabiti için  

 
b

a

b

a
fdcdcf )( . 

iv. Eğer bca     için 
c

a
fd  ve 

b

c
fd   integrallerinin her ikisi de  mevcut 

ise,bu durumda 
b

a
fd   integrali de mevcuttur ve  

  
c

a

b

c

b

a
fdfdfd  . 

*Bu teoremin ispatları Riemann–Stieltjes Integralinin tanımının doğal bir sonucudur. 

 

                   Riemann–Stieltjes Integralinin temel özellikleri yukarıdaki teoremde 

sıralanmıĢtır ve tahmin edileceği gibi Riemann Integralinin özelliklerine çok 

benzerdirler. Önemle belirtilmelidirki   fonksiyonunun sürekli olması gerekmez. 

Aslında, eğer f    ,  aralığında sürekli ve    ,  aralığında azalmayan bir 

fonksiyon ise, bu durumda    



 tdtf   mevcuttur. 

 

                  Örneğin;   )(tut a  olsun. Birim basamak fonksiyonu (unit step function) 

0a  için: 

 









at

at
t

,0

,1
  

Ģeklinde yazılır. 

                  Eğer f    ,  üzerinde bir aralıkta sürekli ise ve   a   olacak Ģekilde

a ’yı içeriyorsa, bu durumda jj tat 1   özel aralığında (1) ifadesi  



 

         

)(

)01)((

)()( 1

1

1

i

i

jji

n

i

iii

xf

xf

ttxfttxf





 



 

 

Ģeklinde yazılır.  

 

ġekil 3.1. 

                   ( buna uygun olarak ) Riemann–Stieltjes Integrali  

 



)()()( aftdutf a
                                                          (2)

 

biçiminde yazılır, çünkü bu Ģartlarda )()( afxf j   olur.  

                  Bu özelliğe “eleme özelliği” ( sifting property) denir. Burada a   

0,  aduaa                                                 (3)
 

Ģeklinde belirtelim ve 0a için 0  alalım. Eleme (sifting) özelliğinden sürekli 

fonksiyonlar üzerinde  a nın etkisinin bir operatör olduğu görülür ki  



 

(4) 

biçimindedir ve bu operatörün 21 ,cc   sabitleri için doğrusal olduğu görülür. 

 

               Burada a  ya Ġmpuls fonksiyonu, Dirac operatörü veya Dirac delta fonksiyonu 

denilebilir. 

                  Riemann integralini sürekli fonksiyonlar için eleme (sifting) özelliğinin her 

özel  a fonksiyonu kapsamayabileceğini göstermek amaçlı kullanalım. 

                  nf   sürekli bir fonksiyon,  için 0)( tfn ,  için  

tntfn 1)(  olsun öyle ki 0a  ve 1)0( nf .Eğer 0  Riemann integrallenebilir 

ise bu durumda  gibi bir aralıkta M gibi bir sabitle sınırlı olmak zorundadır. 

Eğer 0 eleme (sifting) özelliğini sağlarsa, buradan  

 

elde edilir ki bu durum n nin yeterince büyük olması durumuna bir çeliĢki teĢkil 

eder.(ġekil 3.2.) 

                   Ancak, uygun Ģartlar altında Riemann–Stieltjes ve Riemann Integralleri 

arasında önemli bir iliĢki mevcuttur. Bilhassa, eğer  ,,f    ,  üzerinde sürekli 

iseler, bu durumda  



 

(5) 

olur.  

     ġekil 3.2. 

                  Dirac operatörünün bir sonraki özelliği:  

       (6) 

                  Bu özelik, a noktasında yoğunlaĢmıĢ noktalar topluluğunun toplamı 1 e 

eĢittir Ģeklinde ifade edilebilir.  

(Kaynak: Schiff-1991, 75-78) 

 

 

 

 

 



 

4.RİEMANN-STİELTJES İNTEGRALİ İÇİN LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ 

 

                   ,0 arasında tanımlı bir  fonksiyonu için Laplace dönüĢümü uygulanırsa: 

     (7) 

elde edilir (eğer bu integral mevcutsa). Ġntegrali   ,  aralığında aldığımız için 0t

durumunda her zaman  alınır. Özellikle adud a     için  

(8) 

   (eleme (sifting) özelliği)  

                  Burada 0a  ise   olur. 

(Kaynak: Schiff-1991,78) 

 

 

 

 

 

 



 

5. UYGULAMALI ÖRNEKLER 

 

Örnek 1:        00,  xttx  diferansiyel denklemini çözelim. 

Çözüm: Ġlk olarak bu denklemin her iki yanının da lineer operatör olduğunu dikkate 

alalım. Her iki tarafa da  uygulanırsa, bu durumda 

 

elde edilir ve buradan, 

 

bulunur öyle ki burada   0,1  ttx . 

                  Ancak dikkat edilirse   00 x sağlanmadığı görülür. Fakat eğer 0t  için 

  0tx  tanımlanırsa, o zaman     0lim
0


tx

t
olur. Daha da ileri giderek; 

   tutx  , 

yani birim basamak fonksiyonu  (unit step function) olur. 

 

                  Birim basamak fonksiyonu:   

 



 

Ģeklinde tanımlanır ve burada ; 

 

özelliğine sahiptir.  

(Kaynak:Schiff-1991,79) 

Örnek 2:       302024103  yyetyyy t  baĢlangıç değer 

problemini çözelim. 

Çözüm: Denklemin her iki tarafına Laplace dönüĢümü uygulanırsa: 

 

elde edilir.  

                  Burada kısmi kesirlere ayırma uygulaması yapılırsa; 

                                    

elde edilir.            

                 Sonuç olarak bunların ters dönüĢümleriyle; 



 

 

elde edilir ve bu durumda çözüm : 

 

olur.  

Örnek 3:       10001294  yyetyyy t  baĢlangıç değer 

problemini çözelim. 

Çözüm: Ġlk olarak denklemin her iki tarafına Laplace dönüĢümü uygulayalım ve )(sY  

için çözüm bulalım.  

 

                  Devamında )(sY  ters dönüĢüm için hazırlanmalıdır. Burada )(1 sY  ve )(3 sY  

nin tamkareye tamamlanıp, )(2 sY nin de kısmi kesirlere ayrılması gerekir. Buradan  



 

 

sonucu elde edilir. Bu üçünün ters dönüĢümleri ise;  

 

Ģeklinde olur. 

                  Sonuçta orjinal dönüĢtürülmüĢ fonksiyonumuz ; 

 

olduğu için,  



 

 

çözümü elde edilir.  

Örnek 4:         201015216 3  yyttuyy   baĢlangıç değer 

problemini çözelim. 

Çözüm: Bütün denklemin Laplace dönüĢümünü alıp baĢlangıç Ģartlarını uygularsak, bu 

durumda )(sY in çözümü için, 

 

elde ederiz. Bu üç fonksiyondan sadece birincisinin kısmi kesirlere ayrılmaya ihtiyacı 

var. Diğerlerinin doğrudan sonucu yazılabilir. Gerekli sadeleĢtirmeleri yaparak, 

 

sonucuna ulaĢırız. Bununla birlikte ilgili ters dönüĢümleri yaptığımızda 



 

 

bulunur. Bizim çözümümüz )()()()( 32

3

1 sYesYesYsY ss    ifadesinin ters 

dönüĢümü olduğu için, buradan 

 

çözümü ortaya çıkar. 

Örnek 5: Kütlesi 2, sönüm katsayısı 4 ve yay sabiti 10 olan bir yay-kütle sistemi 0t

anında bir çekiç darbesine maruz bırakılıyor. Darbe,baĢlangıçta nötr olan sisteme 1 

değerinde bir impuls kazandırır. Buna gore sistemin yanıtını bulalım. 

Çözüm: Bu durum 0)0( x  ve 0)0( x  baĢlangıç Ģartlarıyla birlikte  

 ttxtxtx  )(10)(4)(2   Ģeklinde modellenebilir. Ġfadenin her iki tarafının Laplace 

dönüĢümünü alıp baĢlangıç Ģartları uygulandığında; 

1)(10)(4)(2 2  sxssXsXs  

elde edilir. Buradan )(sX yalnız bırakılırsa ; 

 
1042

1
2 


ss

sX  

sonucunu elde ederiz. Elde ettiğimiz son ifadeyi  



 

 
      2222

21

2
.

4

1

41

1
.

2

1

522

1










ssss
sX  

Ģeklinde yazıp Laplace DönüĢüm Tablosundan yardım alarak )(sX ’nin ters Laplace 

dönüĢümünü aldığımızda; 

 tetx t 2sin
4

1
)(   

elde edilir ki bu da sistemin yanıtını verir. 

Örnek 6: Kütlesi m olan bir tüfek saçması 0t anında bir tüfekten 0v  namlu çıkıĢ hızı 

ile ateĢ ediliyor. Eğer saçma bir viskoz gazın (yoğunlaĢtırılmıĢ gaz) içine ateĢ edilirse, 

hareketinin denklemi; 

      ,00,00,02

2

 xxtmv
dt

dx
k

dt

xd
m   

Ģeklinde ifade edilebilir. Burada  tx , 0t  anındaki yer değiĢimi ve 0k da bir 

sabittir.   00 x  ifadesi ise, saçmanın baĢlangıçta  0t  için hareketsiz durumda 

olduğunu belirtir.  

        Denklemin her iki tarafının Laplace dönüĢümü alınırsa, 

 

 mkss

v

ksms

mv
xL

mvLmvxksLxLms

/
)(

,)()(

0

2

0

00

2







 

 

ifadesini elde edilir. 
 mkss

v

/

0


 ifadesini 

  mks

B

s

A

mkss

v

//

0





 Ģeklinde yazarak 

kısmi kesirlere ayırırsak: 

k

mv
B

k

mv
A 00 ,   



 

ifadelerini buluruz ve  

mks

kmv

s

kmv
xL

/

//
)( 00


  

elde ederiz. Ters Laplace dönüĢümünü alırsak: 
















 t
m

k

e
k

mv
tx 1)( 0  

çözümünü elde ederiz. 

ġekil a. 

 

 ġekil b. 



 

t  anında saçmanın hızını )(tx  nin türevini alarak hesaplarsak: 

t
m

k

evtx



0)(  

denklemini elde ederiz. Burada bir taraftan 00
)(lim vtx

t


 iken diğer taraftan 

0)(lim
0


tx

t
 dır. Bu ifadeler 0t  anındaki hızdaki ani sıçramayı, yani hareketsiz 

durumdan 0v  hızına ulaĢma durumunu özetler. Bu da ġekil b.’de resmedilmiĢtir.  

         Bu problem ayrıca, 

    ,0,00, 02

2

vxx
dt

dx
k

dt

xd
m   

Ģeklinde de formüle edilebilir. Bu denklemin çözümü de bizi yukarıdaki çözüme 

götürür.  

(Kaynak:Schiff-1991,82) 

 

  

 

 

 

            

  

 

 

 



 

6. LAPLACE DÖNÜŞÜM TABLOSU 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 
 



 

 
 

 

 



 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

 
 



 



 

 

(Kaynak: Schiff-1991, 210) 
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