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1. LAPLACE DONUSUMU

s=/f, + ¢ karmasik (complex) veya reel degisken, ¢ - acisal frekans, f,
gercel say1 ve t > 0 olmak tizere, Laplace Doniisiimii;

X(s) = Tx(t)e“dt = lmje“x(t)dt. (1)

biciminde ifade edilir. Burada limit varsa Laplace doniisiimii de vardir. Eger limit
mevcutsa, integral yakinsak denilir. Limit mevcut degilse, integral i¢in iraksak denilir

ve bu durumda x i¢in tanimli Laplace doniisiimii yoktur.

X (s) Laplace fonksiyonu ve
X(s) = Lx(®)] )

seklinde yazilir. Burada L - Laplace doniisiim operatoriidiir.

L™ ters laplace doniisiimiinii ifade eder. t>0 durumunda ancak Laplace
dontisimii elde edilir. Eger t<0 ise fonksiyon tanimsiz olacagindan doniisimde

yoktur. Ters Laplace doniisiimii:
X(1) = L {X(s)}, ©)

seklinde tanimlanir.

Eger Laplace doniisiimiinii impuls fonksiyonu i¢in uygulayacak olursak

Lo} = T&(t)e“dt =1, (4)

denklemi elde edilir. Ciunkii t =0 durumunda o(t) =0 olur.



Eger t=0 ise j5(t) dt=1 ve e =1 olur. Dolayisiyla (4). denklem

yardimut ile agagidaki denklem elde edilir:

o0

L)} = Te“dt = —% esi—_1 lim(e ™ —1)=
0

S tow

w |k

(5)

0

Pratikte Laplace doniisiimii ile Ters Laplace doniisiimleri igin hazir tablolar
vardir. Bu tablolara bir 6rnek 6.Boliimde Laplace Doniisiim Tablosu basliginda
verilmigtir.

Laplace donisiimiiyle ilgili bazi 6nemli teoremler asagida siralanmistir.

1.1.Dogrusallik Teoremi (Linearity Theorem):

Herhangi A, B Reel veya Karmasik sayilari igin,

Xo(8) = AX () +BX,(s) = Xp(t) = Axy(t) + Bx, (1) (6)

esitligi kullanilir.

Ispat: Ispatlamak igin Integral 6zelligiyle yaklasirsak:

ot—38

(Ax(t) + Bg(t))e 'dt = T Ax(t)e *'dt + ]O Bg(t)e dt =A]O x(t)e 'dt + BT g(tle~'dt

()
teoremi ispat etmis oluruz.
1.2.Diferansiyel Alma ile Tlgili Teorem:
Eger o _ i[x(t)] ve X(s) = L[x()]ise,
dt dt
L{%} =sX(s) —x(0). (8)

bi¢iminde olur.

Ispat: Teoremi ispatlamak i¢in Laplace doniisiimiine tiirev alarak bakalim



X'(t) = T X'(t)edt. (9)

9.denklemde degisken degistirme metodunu uygularsak;

u=e™ du=-se™
dv=x'(t)dt v=x(t)

elde ederiz. Bu durumda,

[x@edt=x(t)e ™| +s[x(t)edt. (10)
0 0

bulunur.

x(t)e™

: degerini hesaplayalim. Doniisiimde |X(t)|£ Me“ hatirlarsak, 0

zaman Res > a durumunda asagidaki degeri elde ederiz:

[x(t)e | < Mel“Fesk, (11)

Eger t— oo giderse, 0 zaman Res > « ifadesiyle ‘x(t)e‘St <Mel*Resk 50

olur.

=0 elde edilir.

t=00

Dolayisiyla x(t)e™

Boylece x(t)e™

. =X(0) oldugunda (10). formiilden asagidaki gibi bir

t=

denklem elde edilir:
L{%} = SI x(t)e*'dt — x(0) = sX (s) — x(0) . (12)

Bu da teoremi ispat eder.
Ispatlanan teoremlerin sonucuyla asagidaki gibi yiiksek dereceden tiirevlerin

(Higher order derivative) formiilleri elde edilir.

Ikinci dereceden tiirev igin



L{(jj_:;(} =5?X (s) —sx(0) — x(0), (13)

ve n.ci derecedeki tiirev igin

L{ ?Jl:;(} =8"X(s) —iS”’kx(“)(O) . (14)

seklinde yazilir.-

1.3.Déniisiimiin Integral ile Ispat Teoremi:

o t
Eger x(t)=X(s) ve g(t) :Ix(t)dt olursa, o halde
0

Llg®}=; X (15)

olur.
Ispat: Oncelikle g'(t) =x(t), ve g(0)=0 alalim. g(t) fonksiyonunun ifadesiyle
G(s) yi asagidaki gibi belirlenir.

9(0=G(s). (16)
(16) formiiliiniin Diferansiyelini alarak;
9'(t)=sG(s) - g(0) = sG(s) . (17)

elde edilir.

Eger g'(t) = x(t) oldugunu hatirlanirsa, 0 halde (17). formiil ile asagidaki

formiilii elde edilir:
sG(s) = X(s) ve G(s)= % X(s). (18)

Yani

L{j x(t)dt} “1xs).
S

0

olur ki boylece teorem ispat edilmis olur.



1.4.Zaman Gecikim Teoremi (Time Delay Theorem):

Eger 7 >0 ise, asagidaki denklemi yazilabilir.

L[x(t—7)]=e*"L[x(t)]= e X(s). (19)

Bu teorem yardimiyla 6nemli pratik degerleri igeren impuls fonksiyonlar
gibi fonksiyonlar ifade edilebilir.

f (t) fonksiyonun grafigi asagida Sekil 1.1.a) da gosterilmistir. f(t—7)
Fonksiyonun grafigi f(t) Fonksiyonun grafigine gére r mesafe kadar kaydirilmistir.
Bununla beraber (0,7) arahgindaki fonksiyonun grafigi O, odagina denk gelir.
f(t—7) fonksiyonun grafigi asagida Sekil 1.1.b) de gosterilmistir. Dolayisiyla
f(t—7) fonksiyon yardimiyla ifade edilen islem, f(t) fonksiyonu ile gosterilen isleme

gore 7 zamani kadar geg basladigi anlamina gelir.

A A

f(t) f(t-1)

v

v

a) b)

Sekil 1.1.
Eger h(t)=1 birim fonksiyon (unit function) ise , o halde h(t—7)
fonksiyonun grafigi sekil 1.2.a) daki gibi olur. f(t)=¢€' ise, 0 zaman f(t—z)=¢""
olur. f(t)=e' fonksiyonun grafigi sekil 1.2.b) de kesiksiz cizgilerle, diger taraftan

f (t —7) =e'" fonksiyonun grafigi Sekil 1.2.b) de kesik ¢izgilerle gosterilmistir



v

v

Sekil 1.2

ispat: Eger X(t —7) fonksiyonu (0,7) arahiginda sifira esit oldugu hatirlanirsa,
X(t—7)= j X(t—7)e 'dt = j x(t—7)e dt
0 T

ve asagidaki gibi yerine koyma iglemiyle;
t—7=t ,

0 o0

X(t-7) = Tx(t —r)edt = [x(t)e " 7dt = [ x(t)e dt,

0

elde edilir.
(1).denklemi kullanarak, (22). denklemden

X(t-17)= e”]g x(t)e *tdt, =e "X (s)

denklemi elde edilir.

Yani
L[x(t—2)]=e*"L[x(t)]=e " X(s).

esitligi bulunur. Bu da teoremi ispat eder.

(20)

(21)

(22)

(23)



Bu teoremle ilgili h(t—7) fonksiyonun ifade edilisi 1e’”fonksiyonu, ve
S

fonksiyonun ifade edilisi ile‘” fonksiyonu olur.

Simdi de bu teoremi 7 zaman igerisinde etki eden birim impuls (unit

impulse ) fonksiyonu ifade etmek icin kullanalim.

A

v

T t
Sekil 1.3
0, t<0, (24)
I1(t) =41, O<t<r,
0, t>r.
Elde edilen fonksiyonu iki ¢esit denklem olarak ifade edebiliriz:
0, t<0 0, O<t<r
a). h(t) = , b). h(t-7)= . 25
)- hO {1, t>0 ). ht=2) { 1, t>7 (25)

h(t) fonksiyonunun ifadesine ! ve h(t—7) fonksiyonunun ifadesine
S

%e_sr yazarak dogrusallik teoremiyle asagidaki denklem elde edilir:

I(t)=%—%e‘“=%(l—e‘“). (26)



v

v

T T+t t Tt T T+t 2T 2T+t

Sekil 1.4
Simdi de 7 zaman biriminde etki gosteren darbe t =0 zamaninda degil de
t =T zamaninda baslasin diyelim. Teoremi de fonksiyonu bulmak igin kullanalim. Elde
edilen fonksiyon iki ¢esit denklem olarak ifade edilebilir:

0, O<t<T
1, t>T

O<t<T+7

. b). ht—(T +r))={0’1 . (27)

t>T+7

a). h(t—T)={

-s(T+7)

h(t—T) fonksiyonun ifadesi %e‘“ ve h(t—(T +r)) fonksiyonun ifadesi de %e

olur. Ve sonugta dogruluk teoremin kullanarak asagidaki teoremi bulunur:

1 1 1
I 1) = _e—ST __e—S(T-H') = 1_e—sr —-sT . 28
(0= - ek (28)

Bize zamana gore darbeli bir sistem verildi diyelim. Bu sisteme zamanin
NT aninda baslayan darbelerin toplami olarak bakabiliriz. Zaman birimi 7 kadar

uzayacak. Dolayisiyla gecikme ve dogruluk teoremi tabanli asagidaki gibi bir denklem

elde edilir:
|2(t) =1(l—e‘”)+l(1—e‘”)e‘” +1(1_e—srk—25T +m+1(1_e—srk—nsT —
) S S S e S 29)
—~(1_ps" —sT -2sT -nsT)_ + &+
_S(l e X1+e +e” +.+e )_S%T;'

Zamanla, eger T =27 olursa, bu durumda (29).denklem basit bir forma

doniistir:

1
I5(t) :T_)s o) (30)

Birinci darbe t=0 aninda degil de t = 7 aninda baslarsa, (30).denklem e

ile carpilarak;



e’ 1
s(1+ e’”) s(1+ e“)'

(31)

ifadesi elde edilir.

v

Sekil 1.5

Darbe boylar1 her zaman ayni olmast mimkiin degildir. Eger darbe

. a IR o o LT - ) ) e .

fonksiyonu —(1—e 1)+—(1—e Zk ile tanimlanirsa, islemin grafigi asagidaki gibi
S S

olur.

v

T1 T T+‘E2 t

Sekil 1.6
Yukaridaki islemler gibi Siniizoid sinyallerin ifadelerini de elde edebiliriz.

Bunun igin fonksiyona iki sekilde bakabiliriz : sint, sin(t—z). Eger sinwt =

2+W2

S
formiiliini ve gecikme zaman teoremini kullanirsak asagidaki denkleme ulasiriz:

1
s +1

X(t) = ——(1+e7"). (32)



v

Sekil 1.7
Sintizoid sinyal (impuls,darbe) t=0 aninda degil de t=T aninda baslarsa,

bu tiir bir sinyal (darbe) asagidaki tanimla ifade edilir:

x(t) = Szl+ e (33)

<
S
7
Y

/

/

/

/

|

|

v

Sekil 1.8
Ve ayni1 zamanda Siniizoid sinyalin dalga sekli zaman grafigiyle bulunabilir.
! (1— e X1+ e +e® .+ e‘”ST)z 1+e 7 (34)
s°+1 (s +1fi—e=T)

Sekil 1.9
(Kaynak: Armanovig 190-333)



2. iMPULS FONKSiYONU

Alam1 S =1, yiiksekligi 1/ At ve zaman aralig1 At olan dikdortgen impulsu (darbe)

tanimlayan fonksiyonu ele alalim (Sek. 1) .

L S(tAD)

Sekil 2.1.

0O eger t<O0 ve t>At

olt,At) =
( ) 3 eger O<t<At
At

Impulsun uzakhigina gére komsu ve karst iki fonksiyonun yardimiyla
dikdortgen impulsu:

1(t) —1(t — At)

At 1)

5(t, At)= il(t) —il(t —At) =

elde edilir.
Dikdortgen impulsun limitine bakalim. Eger impulsun uzakligi sifira

(At—0), ve yiiksekligi sonsuza (A=1/At —» ) dogru giderse, asagidaki gibi bir

denklemle karsilasilir:



lim[5(t, at)] = tim XD =1E=49 _ 56 ©

At—0 At—0 At

Limiti olan bu fonksiyona impuls fonksiyonu denir ve 3(t) ile gosterilir.
Cogu zaman buna Delta fonksiyonu veya Dirac fonksiyonu da denir
Impuls fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1) t<0ve t> 0 olunca fonksiyon sifira esit yani t = 0 iken 5(t) =0
2) t=0 noktasinda fonksiyonun degeri sonsuza esit yani 6(0)=oo .

Bunun yaninda
[oltyt=1. 3)

(3) formiilii birim fonksiyonu ile delta fonksiyon arasindaki bagintiy1 ifade
eder ve delta fonksiyonun temel 6zelligi diye tanimlanir.

Eger impuls T zamani1 kadar geg kalirsa yani impuls fonksiyonu t = 0 aninda
degil de t aninda sifirdan farkli bir zamanda olsa, bu durumda impuls geciken impuls
ifadesiyle 6(t - t) yazilir. Ve hala impuls fonksiyonun temel 6zelligi degismeden

kalarak:
Td(t —r)t=1 (4)

biciminde yazilir.
Impuls fonksiyonu birim fonksiyonunun limiti ile elde edildigi igin impuls

fonksiyonu birim fonksiyonun tiirevine esit olur:

at)-1()- = ®)

(5).denklemden ters tanim da elde edilir:

1(0)= [S(ep ©)

Delta fonksiyonun en onemli 6zelligi olarak asagdaki ifade gosterilir:



Tf(t)ﬁ(t)dt= f(0) ve Tf(t)&(t—r)jtz f(r) (7)

Burada f(t) — bagimsiz siireksiz bir fonksiyondur.
f(t)o(t—7) fonksiyonun t = t noktasi haricinde diger tiim noktalarda
degeri sifira esittir. f(t) fonksiyonu t = t noktasinda f(t) ye esittir. O halde f(r)

fonksiyonunu integralin disina alabiliriz. impuls fonksiyonun 6zelligi nedeniyle integral

degeri bire esit olur:
j f(t)S(t—rz)t = f(2) j St—z)pt=f(r)

Impuls etkisi altinda sistemin delta fonksiyonunu verme reaksiyonu sonucuna

impuls ifadesi denir. 8.ci denklem gibi yazilabilir
Y (t
g(t)= %) , 8)

Burada S =5(t)- impuls etkisi, Y (t)- sistemin tepkisidir.

Eger impuls etkisi ne kadar artarsa dogrusallik (linearity) nedeniyle sistemin
tepkisi de o kadar artar. Eger impuls etkisi t -zamani kadar gecikirse, 0 halde sistemin
zamani da t -kadar gecikir.

Kuvvetli Elektrik zincirinin verdigi etkiyi hesaplamak i¢in impuls ifadesin

kullanalim. Oncelikle e(t) gerilimin etkisiyle Elektrik zinciri {izerindeki meydana gelen

akimi bulalim(Sek. 2.).



pet) L —

€L a t

Te ' Nar

Sekil 2.2.

Ift-7,)-1t-7.)
At
Burada 7, =k.At, dir.
At >0
& (t) =e(z)dzd(t—7)

& (t) =e(r )it -7,) -1t -7, - A7)] = e(z, A7

Alam e(r)dz5(t —7)-ye esit her bir impuls dikdortgeni zincir tizerinde akimin

meydana gelisini ifade eder.Yani
di, (t)=e(c)o(t-r)dz 9)
Burada g(t - ) - fonksiyonu, t aninda zincir iizerine impuls etkisi verince

t yakalama anindaki impuls ifadesinin degeridir.

Sonsuz kiigiik di(t) tanimlarinin toplama prensibiyle asagidaki formiil elde edilir:

i(t) = je(r)g(t —7)dr. (10)

Integralin sonucuna Superpozisyon integrali denir.
Zincirin birim fonksiyonuna olan etki h(t) ile gosterilir . Yukarida impuls
fonksiyonunu elde etmek igin birim fonksiyonun tiirevini alarak 11.ci denklem elde

edilir:



5(t):1'(t):% (11)

h(t) ve g(t) fonksiyonlar1 aynmi zinciri ifade ettiginden dolayi bunlar kendi aralarinda
saglam bag olusturur . Cilinkii
, dh(t
g(t)=nt)= T\ (12)
dt
Zincirdeki gerilim Em 1(t) kesintisi olunca yardimcr g(t) ve h(t) arasindaki

bagint1 bulunabilir. Ve zincirin etkisi;

i(t) = Em h(t) (13)
olur.
Diger taraftan
i(t):j.Em(t—r)g(z')dr:Emjg(r)dr. (14)
yazilir.
Buradan
() =%[ j g(r)dr} - ). (15)
elde edilir.

Eger 6nceki ifadede t = 0 olurca ifade sifira esit degilse, bu durumda h(t)
ile Impuls tanimi g(t) arasindaki farki bulabiliriz. Bu islem asagidaki grafikte

gosterilmistir.

h(t) h(t) =h, (1) + h(t) = h(1) + h(0)-1(1),

B poyin O™ gt =h(H) = Kt + h(0)5(t).

h(0)

Sekil 2.3.



h(t) = by (1) + h, () = h, () + h(O)i() . (16)
Impuls ifadesi

g(t) =h'(t) =h, (t) +h(0)s(t) . (17)

Gegici hali olan hy(t) ve hy(t) fonksiyonlarinin toplamui ile degistirerek t = 0

durumunda h(0) atlama biiyiikliigii hatirlanirsa, 0 zaman Impuls ifadesini elde ederiz.

Ciinkii h(t) ve hy(t) fonksiyonlarinin tiirevi t = 0 noktasi harig her yerde esittir.
(17). denklem (10). formiil yardimiyla asagidaki gibi yazilir:

i(t) = je(t ~7)g(r)dz. = j'e(t —o)h'(r)dz+ h(O)je(t ~-7)8(z)dr (18)

Delta fonksiyonuyla

je(t —7)5(z)d7 = e(t) (19)
denklemi yazilir.
O halde
je(t—r)g(r)dr =e(t)h(0) +j.e(t—r)h’(r)dr (20)
olur.
Dolayisiyla
e(O)h(t) + je'(r)h(t —7)d7 =¢(t)h(0) +je(t —7)h'(r)dr (21)
elde edilir.

t
Burada, e(0)h(t) + Ie’(r)h(t —7)d7 - Duamel integralidir.
0
t
e(t)h(0) + j e(t—7)h'(r)dz ise Superpozisyon integralidir.
0

( Kaynak: G.Deg 80-120)



3. RIEMANN-STIELTJES iINTEGRALI

[, B] araligmin (@ =t, <t, <..<t,_, <t = /) bir bélimiinii diisiinelim. Her
[ti_l,ti] alt araligindan rastgele bir X, noktasit t, , <X <t olacak sekilde secelim.

[a, ,B] araliginda tanimli f ve ¢ fonksiyonlari i¢in

iZ:: f (Xi)[(P(ti )_(o(ti—l)] (1)

ifadesini olusturabiliriz.

Eger bu toplamlar A =max;(t; —t, ;) >0 , i —oo durumlarinda ve her
X; € [tifl,ti] icin sonlu bir limit olan L’ye yakinsar ise, bu durumda bu limite f ’nin

[a, ,B] aralifinda ¢ ’ye bagl “Riemann-Stieltjes Integrali” denir ve L nin degeri igin

[RIOLTZ0

ifadesi yazilir.

Eger ¢(t)=t ise, bu durumda (1) deki biitiin toplamlar bildigimiz Riemann

toplamlaridir ve boylece adi Riemann Integrali elde edilir.
Teorem:

b b
i. Eger | fde, ve | fdg, integrallerinin her ikisi de mevcut ve ¢ =¢, + ¢, ise
a 1 N 2 P=0 TP,

bu durumda f ( Riemann-Stieltjes) ¢ ’ye gore integrallenebilir ve

[ tdo=[ oo, + [ fdo,.



b b
ii. Eger I f,dp ve f f,de integrallerinin her ikisi de mevcutve f = f, + f, ise,
bu durumda f ¢ 'ye gore integrallenebilir ve

[ tdo=[ f.dp+[ f,d.

b
li.  Eger _[ fdp mevcut ise, bu durumda herhangi bir ¢ sabiti i¢in

[[ct)dp=c[ tdp.

c b
iv. Eger a<c<b igin _[ fdp ve _[ fde integrallerinin her ikisi de mevcut

ise,bu durumda _[: fde integrali de mevcuttur ve
b C b
L fdgozL fdgo+L fde .

*Bu teoremin ispatlari Riemann-Stieltjes Integralinin taniminin dogal bir sonucudur.

Riemann-Stieltjes Integralinin temel o6zellikleri yukaridaki teoremde
siralanmistir ve tahmin edilecegi gibi Riemann Integralinin &zelliklerine ¢ok
benzerdirler. Onemle belirtilmelidirki ¢ fonksiyonunun siirekli olmasi gerekmez.

Aslinda, eger f [a',ﬂ] araliginda siirekli ve ¢ [a, ,B] araliginda azalmayan bir

fonksiyon ise, bu durumda Vf(t)dqo(t) mevcuttur,

Ornegin; ¢(t)=u,(t) olsun. Birim basamak fonksiyonu (unit step function)
a>0 igin:

(D(t)z{l, t>a

0, t<a

seklinde yazilir.

Eger f [a, 3] iizerinde bir aralikta siirekli ise ve @ <a < 8 olacak sekilde

a’yiigeriyorsa, bu durumda t; ; <a<t; 0Ozel araliginda (1) ifadesi

]



iz_nl: f(x; )[(P(ti )_ qo(ti—l)] = f(x; )[¢(tj )_ ¢(tj—l)]

= f(x)-0)
= f(Xi)
seklinde yazilir.
()
1 1 |
0 a tii1  a ti Bt
Sekil 3.1.

A — 0 (buna uygun olarak ¥ = @) Riemann-Stieltjes Integrali

jﬂ f(t)du, (t) = f (a)

)
bigiminde yazilr, ¢iinkii bu sartlarda f(X;) — f(a) olur.
Bu 6zellige “eleme 6zelligi” ( sifting property) denir. Burada o,
o, =du,, a0 3)

seklinde belirtelim ve a=0i¢in & =, alalm. Eleme (sifting) 6zelliginden siirekli

fonksiyonlar tlizerinde ¢, nin etkisinin bir operator oldugu goriiliir ki



sfl= [ f08() = f(@)

x (4)

(5

bi¢imindedir ve bu operatdriin C;,C, sabitleri i¢in dogrusal oldugu goriiliir.

8acifi + cafa] = €184[f1] + €28, (f2]

Burada &, ya Impuls fonksiyonu, Dirac operatdrii veya Dirac delta fonksiyonu

denilebilir.
Riemann integralini siirekli fonksiyonlar i¢in eleme (sifting) 6zelliginin her

0zel ¢, fonksiyonu kapsamayabilecegini gostermek amagli kullanalim.

f  siirekli bir fonksiyon, If| = 1/ jcin f,(t)=0, t[ < 1/n i¢in
f, (t) :1—n‘t‘ olsun 6yle ki a=0 ve f (0)=1Eger ¢, Riemann integrallenebilir

ise bu durumda —11] gibi bir aralikta M gibi bir sabitle siirli olmak zorundadir.

Eger ¢, eleme (sifting) 6zelligini saglarsa, buradan

1= [ hoamd < [ Aoleold

oo

2M
<M [ dr = =
Jo1 n

elde edilir ki bu durum n nin yeterince biiyiikk olmasi durumuna bir geliski tegskil

eder.(Sekil 3.2.)

Ancak, uygun sartlar altinda Riemann-Stieltjes ve Riemann Integralleri
arasinda onemli bir iliski mevcuttur. Bilhassa, eger f,®,¢’ [a, ,B] iizerinde stirekli

iseler, bu durumda



g g
[ f () de(t) = [ f() ¢'(t)dt

L

(%)

L5

olur.

fﬂ

t
n n Sekil 3.2.

Dirac operatdriiniin bir sonraki 6zelligi:

f 5.(1) =1
—oC (6)

Bu 0zelik, a noktasinda yogunlagsmis noktalar toplulugunun toplami 1 e

esittir seklinde ifade edilebilir.

(Kaynak: Schiff-1991, 75-78)



4 RIEMANN-STIELTJES INTEGRALI iCiN LAPLACE DONUSUMU

[0, oo) arasinda tanimli1 bir ¢ fonksiyonu i¢in Laplace doniisiimii uygulanirsa:

e

F(s) = La_s(dy) = j e dp(t) = lim j " e “dp(t)
- boo |_p (7)
elde edilir (eger bu integral mevcutsa). integrali (- oo,oo) araliginda aldigimiz i¢in t <0

durumunda her zaman ¢() = U alinir. Ozellikle dp = du, = & igin

Lr-s(8z) = [ e 8,(1)

o

=e “, a > 0(8)
(eleme (sifting) 6zelligi)

Lr_s(8)=1

Burada a =0 ise olur.

(Kaynak: Schiff-1991,78)



5. UYGULAMALI ORNEKLER

Ornek 1: X’(t) = 5(’[), X(O) =0  diferansiyel denklemini ¢ézelim.

Coziim: ilk olarak bu denklemin her iki yanmin da lineer operator oldugunu dikkate

alalim. Her iki tarafa da £&-s uygulanirsa, bu durumda
5 .le_}.':: = .Ex__;lf_ﬁ:: =1
elde edilir ve buradan,

Lix)==

bulunur 8yle ki burada x(t)=1t>0.
Ancak dikkat edilirse X(O) = Osaglanmadig goriiliir. Fakat eger t <0 igin

X(t)z 0 tanmimlanirsa, o zaman Iimt_m, x(t) = 0olur. Daha da ileri giderek;

0 a b t
Birim basamak fonksiyonu:

1 . : .
Ugplt) = = [alt]) — up(t)], b=az=0
L) b—a L) L




seklinde tanimlanir ve burada U=a(t};

OO

j Ugp(t)dt =1
-

ozelligine sahiptir.
(Kaynak:Schiff-1991,79)

Ornek 2: y"+3y —10y =45(t - 2)+¢' y(0)=2 y'(0)=-3 baslangi¢ deger

problemini ¢ozelim.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa:

Sii’[sj — sy(0) =/ (0) + 3(sY (s) = y(0)) = 10Y (s) = 4e—28

(s +3s—10)Y(s) — 25 — 3 = 4e™ %

. et 25+ 3
Y(s) = ——= A - 5
: (s+5)(s—2) (s+5)(s—2)
= Yi(s)e™" + Ya(s)

elde edilir.
Burada kismi kesirlere ayirma uygulamasi yapilirsa;
1 4 1 4 1
Yi(s) = == - =
)= GI9Ge=2 ~75=2 7515
2543 1 1
}r.j S‘:l — — - = ! -~
2 (s+5)(s—2) s—-2 s+4+5
elde edilir.

Sonug olarak bunlarin ters doniistimleriyle;



4, 4 _.
n(t) =ze” — ze™"

y(t) = € + e~

elde edilir ve bu durumda ¢6ziim :

4 ooy 4 - :
= uo(t) L_f—’ ) —e~5 t= .) Lot 4 et
i i Y,
‘4 4 N )
= ug(t) L:EH“l - :_!3_:'*'”‘) bt 4 eTo,
i i J
olur.
Ornek 3: y"+4y +9y=25(t-1)+¢' y(0)=0 y'(0)=—1 baslangic deger

problemini ¢6zelim.

Coziim: Ilk olarak denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulayalim ve Y (s)

i¢cin ¢oziim bulalim.

s°Y () = sy(0) = /(0) + 4(sY (s) = y(0)) + 9V (s) = 2e™* + —

(6 +4s + 9V (s) +1=2e"% + —

2e—4 1 1
Vis) = = - - —
(s) st 4ds+9 | (s=1)(s2+4s5+9) 5244549
= Yi(s)e™* + Ya(s) — Ya(s)

Devaminda Y (S) ters doniisiim i¢in hazirlanmalidir. Burada Y,(S) ve Y,(S)

nin tamkareye tamamlanip, Y, (S)nin de kismi kesirlere ayrilmasi gerekir. Buradan



2 2

LS e ey P Rl PG
_2 Vs
VB (s+22 +5

o(s) = 1 1 1 545 )
M G- +4s+9) 1d\s—1 (s+27+5
1 ( 1 {S+2—2}+5)

&

l\s—1 (s+2)2+5

1 1 s+ 2 3
T 14ls-1 (s+2245 (s+2)2+5

1 1 5+ 2 3 V3
Sl ls=1 (542245 B(s+2)2+5

) 1 1

1 Rl By Rl PR
1 V5
T VB(s+22 45

sonucu elde edilir. Bu {i¢iiniin ters doniisiimleri ise;

yi(t) = Qu e~ sin (v‘gt)

=
ya(t) = % (Et —e 2t cos (u”gt) - %ﬁ'gtsin (\fgt))
yalt) = %E_?tsin (v’gt) :

seklinde olur.

Sonugta orjinal doniistiiriilmiis fonksiyonumuz ;
Y(s)=Yi(s)e™ + Ya(s) — Ya(s)

oldugu i¢in,



yl(t) = u (Bt = 1) +yalt) — yalt)

£ - - -,
= ui(t) [ —=e~*sin (x-’gt - '.,“'?“J)J
1 "w.llll]

,

1 ' 3 ~3 - A ~3
F— | et = e cos (‘J-Jt) - —=€ *tsin ('-.,-“fat)
14 Wi

Sl @

¢Ozlimii elde edilir.

Ornek 4: y"+16y =2u,(t)+55(t -1) y(0)=1  y'(0)=2 baslangig deger

problemini ¢6zelim.

Coziim: Biitiin denklemin Laplace dontlisiimiinii alip baglangi¢ sartlarini uygularsak, bu

durumda Y (s) in ¢6zliimii igin,

. -2!3—3.!
5Y(s) = sy(0) = ¢/ (0) +16Y(s5) = - 5eT"
x 3 Y I‘Eﬁ_JH P —
(s°+16)Y(s)—s—2= - 5eT"
' 8
2e~ 3 5e™* s+ 2

Viz) = — -+ = F—
(8) s(s* 4+ 16) s +16 s+ 16

=Yi(s)e™* + Ya(s)e™* + Ya(s)

elde ederiz. Bu ii¢ fonksiyondan sadece birincisinin kismi kesirlere ayrilmaya ihtiyaci

var. Digerlerinin dogrudan sonucu yazilabilir. Gerekli sadelestirmeleri yaparak,

Vi)e_ 2 _11_1 s
W7 5(s2+16) 8s Ss+16
3 3 4

:r;Sﬁl= _ -
2(s) g= 4+ 16 15+ 16
542 g 1 4
Yi(s) = = — e
() s24+16 s2+16 2s2+16

sonucuna ulasiriz. Bununla birlikte ilgili ters doniisiimleri yaptigimizda



- é cos(4t)

sin(4t)

yi(t) =

Y2 [.tjl =

e L v

ya(t) = cos(42) + 5 sin(4t)

&L

bulunur. Bizim ¢dziimiimiiz Y (s) =Y, (s)e”™> +Y,(s)e”® +Y,(s) ifadesinin ters

dontiisiimii oldugu i¢in, buradan

:ﬂj[t:l = 'u;;[tjl:.!;] [1‘ - 3} - [.i‘.\l'ff'-‘[f - '_:| } '.gj.t_;[ﬂ

= ua(t) [\é - é cos(4(t — 3||) % (t)sin(4(t = 1)) + cos(4t) 4 i sin(4t)
= ug(t) [ — cos(4¢ 4 (£) sin(4¢ — 4) + cos(4t) + + sin(4z)
= ug(t) \g-gma -1 _l/ T )sin(4t — 4) + cos(4t) 4 5 sin(dt).

¢Oziimii ortaya ¢ikar.

Ornek 5: Kiitlesi 2, soniim katsayis1 4 ve yay sabiti 10 olan bir yay-kiitle sistemi t =0
aninda bir ¢eki¢ darbesine maruz birakiliyor. Darbe,baslangicta nétr olan sisteme 1

degerinde bir impuls kazandirir. Buna gore sistemin yanitini bulalim.

Cozim: Bu durum x(0)=0 ve x'(0)=0 baslangi¢ sartlariyla birlikte
2X"(t) + 4X'(t) +10x(t) = 5(t) seklinde modellenebilir. ifadenin her iki tarafinin Laplace

dontistimiini alip baglangi¢ sartlar1 uygulandiginda;
25X (s) +4sX(s) +10x(s) =1

elde edilir. Buradan X(s) yalniz birakilirsa ;

X(s)= =

2s® +4s+10

sonucunu elde ederiz. Elde ettigimiz son ifadeyi



X(8)= ==
2s?+25+5) 2'(s+1/+4 4 (s+1f +22

seklinde yazip Laplace Doniisiim Tablosundan yardim alarak X (S) 'nin ters Laplace

doniigiimiinii aldigimizda;
1 .
X(t) =7 sin(2t)

elde edilir ki bu da sistemin yanitini verir.

Ornek 6: Kiitlesi m olan bir tiifek sagmas1 t = Qaninda bir tiifekten v, namlu ¢ikis hiz1

ile ates ediliyor. Eger sagma bir viskoz gazin (yogunlastirilmis gaz) icine ates edilirse,

hareketinin denklemi;

d?x , dx ,
m- +kazmv05(t), x(0)=0, x'(0)=0,

seklinde ifade edilebilir. Burada X(t), t >0 anindaki yer degisimi ve k > 0 da bir
sabittir. X’(O) =0 ifadesi ise, sagmanin baslangigta t <0 i¢in hareketsiz durumda

oldugunu belirtir.

Denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa,

ms®L(x) + ksL(x) = mv,L(5) = mv,,
mv, vy

L(x) = =
) ms® +ks s(s+k/m)
ifadesini elde edilir. —©_ ifadesini —0 =24 B c(linde yazarak
s(s+k/m) s(s+k/m) s s+k/m
kismi kesirlere ayirirsak:
A=  g__ M
k k



ifadelerini buluruz ve

mvy /k — my, /k
S s+k/m

L(x) =

elde ederiz. Ters Laplace doniistimiinii alirsak:

X(t) = mll’O (1— er:tj

¢Oziimiinii elde ederiz.

O Sekil a.

0 L Sekil b.



t aninda sagmanin hizin1 X(t) nin tiirevini alarak hesaplarsak:

k

——t

X'(t)=v,e "
denklemini elde ederiz. Burada bir taraftan lim__ . x'(t)=v, iken difer taraftan
lim_ _x'(t)=0 dir. Bu ifadeler t =0 anindaki hizdaki ani sigramayi, yani hareketsiz

durumdan v, hizina ulasma durumunu &zetler. Bu da Sekil b.’de resmedilmistir.

Bu problem ayrica,

2
Xk x0)=0, x(0)=v,,

m
dt? dt

seklinde de formiile edilebilir. Bu denklemin ¢6ziimii de bizi yukaridaki ¢dziime

goturur.

(Kaynak:Schiff-1991,82)



6. LAPLACE DONUSUM TABLOSU

F(s) f(t)
1 (t)
1
- 1
5
1
3_2 t
n—1
1 m=123.) b
s (n—1)!
1;u—l
— (v>0)
I'(v)
(s— 1 A
o (m=0,12...) LHUJ:EEHL )
Laguerre polynomials
1 o
s—a
1 o
s(s —a) ;[tﬂ —1)
1 5& . gt _ t:‘hr
G
(s —a)(s—b) (4 ) a—b
& ae — E.'rﬂ;”
b -
(s—a)(s—b) (a7 5) a—b
5 . &
m (1+at)e”
L sinat
st +a?
8
m COSs at
- b gin at
(s —b)2 4+ a?
s—b bt
Gt a e’ cos at



(s? —a?)?

F(s) f(1)
¢
s sinh at
8
e cosh at
¢ )
( by 5 e™ sinh at
58— —a
s—b )
W e™ cosh at
8 — —a
1 1 .
_— —(sinat — at cos at)
(s* 4+ a®)? 2a®
: L tsinaf)
_ —(tsina
(s? +a?)? 2a
SE 1 . - -
m EI{S[H at + at CDSEA‘I}
;
8 1 .
& — a2
_ t COS at
(s + a?)?
1 1 ha inh
=) e (at cosh at — sinh at)
8

1
—(tsinh at
Ea[ at)



F(e) f®)
32_ L s h at + at cosh at
- —(sinh at 4 at cosha

(s* —a®)? 2.:1{ )

& l
{-—Sg — a7y coshat + 5 at sinh at

st +a’ -

(2 ——f¢2}3 t cosh at

ab
(s +a?)(s* + b2

8
(s* +ad)(s* + b

g2

(s* +a?)(s* + b%)

.

SJ
(82 + a?)(s* + b?)

ab
(s —a?)(s — b

8
(s* —a?)(s* — b%)

SZ

(s —a?)(s — b

™

&
(s? —a?)(s* — b?)

(a* # bh)

(a* # b%)

(a* # bh)

(a* # b%)

(a” # b%)

(a* # b%)

(a* # bH)

(a* # bh)

g sin bt — bsin at
at — b?

cos bt — cosat
a’ — h?

g sin at — hsin bt

al — h?
a’ cosat — b* cos bt
i — b

bsinhat — asinh bt
a’ — b?

cosh at — cosh bt
al — h?

asinh at — bsinh bt
al — h?

a? cosh at — b* cosh bt

al — b2




F(s) (1)
a’ 1
T ; t ——sinat
s°(s* +a*) a
- .Jw : — sinhat —t
5(8° —a”) a
1 1
5 Jt
1 gt
vs+a Vot
1 1
— erf(Vat
sota 7z erit/an
1 E—b: — gt
Jsta+s+b 2b —a) Vb
1 ) IIT
5./5 Vo
1 1
— — e erf Jat
(s —a)V/s Ja vt
1 1 2
— —— — b erfe(b )
Js—a+bh 7 b erfe(bV)
1 .
NEE— h()
1
Ny o)
(V& +a’—sg) . .
s? +a? (v>-1) a’Ju(at)
— 2 _ a2y
(s _Js :1 (v > —1) 'L, (at)
§2 —at
) : v (>0 (L) J,—L(at)
(s* +a) I(v) \ 2a 2
1
2z : 2 {F - GJ ﬁ (L) Iu—%{ﬂrj
(s —a“) r(v) \ 2a 7



WTTaZ s (v>0) ?Mmﬁ

1 v

{S _ .-'32 _ {.{_2 (1] [-” > D]' % f,:{ﬁf]

1
2t
gals COSs 2\/’&

\/E It

E—:.:.-"::: Siﬂ 2\.@
s/ AT

{-ﬁ,}}r _ ﬁ‘"]

i v/2
P s t
— (v>-—1) (;) Ju(2+/at)
ﬁ_“ﬁ | . E—ai,_.-q.:
a >
\E [ ) W T
g JE [.a - 'D]- & . E—ai,_.-;t:
2o t?
.'-_“"\"'?
. a
a >0 erfc | —
s @>9 (zﬁ)
e—kVETFa 0 D<t<k

Vs Fa? Jo(@V/? =) >k

Ny 0 0D<t<k

2

s —a I(avtZ—k%) t>k




F(s)

—ils
&

(a > 0)

—as
i

(a > 0)
S
. s
ﬁ.x".-'-j Erﬁ:—
2

1 —as

s(e® —1)  s(1—e)
1 g5
s(ef —a) o s(1 — ae™) (a+#1)
g —1 1 —e—

s(e* —a) - s(1 — ae™)

&

1
5(1 — ﬁ—m.}

1
S[ 1 -|- G_“*‘].

1

1] — g

da(t)

i, (t)

2 e

Jz

I:L} ([t] : greatest integer < t)
a

alfl — 1
a—1
I_r;|’]
rie :
1 _
1 i ! : !
1 k b H ,\
- ! 1n - )
rie [
|._: — |
1 1 | !
o ) i - |




F(s) f(6)

e 1 —
{-—L'] — — tanh E 1+ 1 1
s(1+e™™) s 2

1 — '/ 1] 1 o M
%=—2Tﬂnhﬂ—b o) . Tu T lu .}
as-(1 +e *) as 2

1 —(1+as)e™
(&SE[.I — t»—Eu.s'J

i

{81 + mz}“ — T s.«'m}

@ 1 4 g7 0 TS
5 5 — | == ~ coth —
s 4w \] —egTH 5 + = 2w

—(logs +
M (y: Euler constant)

log t



F(s) f(t)
lﬂf s —(logt +¥)
st +a’ 2
log (52 = bz) ?[cos bt — cosat)

sinh xs
gsinh as

sinh xs
scoshas
cosh xs
ssinh as
cosh xs
scoshas
sinh xs
s? sinh as
sinh xs
s? cosh as
cosh xs
s? sinh as

cosh xs
s? cosh as

sinh x,/s
sinha./s

X 2N (-1 | nmx  nmt
e sin— cos
a w4 n a a

(— 1)*" 2n—1 . {2n =1
Z X SN mt
2n—1 2a 2a

=1

o0 M

2 (—1) nmwx . nmt
-4+ = cos sin
Z n a a

t
a b S
n=1

oo

4 (—1)" Zn—1 Zn—1
1+ - COS X COS t
Z 2n —1 ( 2a )H ( 2a )H

xt  2a e (—1)" | nmx | nmt
+ Z sin— sin
a a

8a v (=10 . (2Zn—1 (zw -1
X+ — - sin X CO3 mt
2 Z:: (Zn—1) ( 2a )H 2a )"

1(, , a (="
— 4+t — = COSs
Ea( 3) w? Z n? a a

=1

8a ( 1" Zn—1 CfZn—1
+— ————— €08 mx sin mt
T = (2n — 1) 2a 2a

Z{ 1] ne — ittt nax




F(s) f(£)
coshx,/s 1 (T 2n —1
— 1)1 (2n — 1)e" Bn-Dirivie? g T
cosh ay/s a? H_Z_:{ o e 22 )"
sinh x/s : _Z _1yl g Sm(zﬂ - 1)1;{
Jscosha/s — 2a
cosh x./s 1 2 22,1 NAX
: '\-'/‘; —4Z Z{-_l-}nﬂ—n et oa -
J/ssinha. /s a a“= a
sinh x,/s X —1)" nmx
: '\f— 4z Z I: j —? a2t et sin
ssinha./s a — a
N oo R /] _
cosh x,/s 1+i (—1) —n=1taa? 5(211 l)nx
scosh ay/s T In—1 2a
sinh x,/s xt  2a® & (—1)" 22402 nmx
—— '\/I’_ _ + _ Z {- ;-} [1 _ ﬁ_—ri‘ b | )Eiﬂ T
s’sinhay/s a = a
coshx/s xt —a’ 16a® = (—1)" 33540 2n —1
Vs Lo 3 (=) g~ (In—lymida cos( )nrx
s’ cosha /s 2 m =(2n—1) 2a

(Kaynak: Schiff-1991, 210)
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