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Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемеси каралган. Ал 
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СИМВОЛДОР 
 
 
 

1.  [a, b) – жарым-интервал; 
 

2. [a, ) – жарым-ок; 
 

 
 

3. интеграл; 
 
 
 

4. сумма; 
 

5.  rang A – A матрицасынын рангы; 
 

6.  C [a, b) – [a, b) дагы бардык үзгүлтүксүз функциялардын мейкиндиги. 
 

7.    (a, b) – (a, b) дагы бардык интегралдануучу функциялардын 
мейкиндиги. 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

КИРИШ СӨЗ 
 
 
 
 
 

Интегралдык теңдемелерге теория менен практикалык маселелер келтирилет. 

Айрым учурда ар түрдү тескери маселелер, дифференциалдык теңдемелердин 

маселелери жана интегралдык геометриянын маселелери Фредгольмдун үчүнчү 

түрдөгү интегралдык теңдемелерине келтирилет. Геофизиканын, физиканын, 

техниканын, химиянын маселелери жогорудагы интегралдык теңдемелерге 

келтирилет [2, 4, 5 жана 8].  Интегралдык теңдемелердин ар түрдүү маселелери [1, 

3, 6 жана 7] иштеринде изилденген. 
 
 

Бул иш кириш сөздөн, 3 параграфтан, жыйнтыктоодон жана колдонгон 

адабияттардан турат. 

 
§1 де интегралдык теңдемелердин түрлөрү жана Кронекер-Капеллинин теоремасы 

берилген. 

 
§2 де Фредгольмдун экинчи түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемесин чыгаруу 

методу каралган. 

 
§3 тө Кронекер-Капеллинин теоремасынын жана §2 деги берилген методдун 

жардамы  менен  Фредгольмдун  үчүнчү  түрдөгү  сызыктуу  интегралдык 

теңдеменин чыгарылышы тургузулган. Мисалдар келтирилген. 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

§1. СЫЗЫКТУУ ИНТЕГРАЛДЫК ТЕҢДЕМЕЛЕРДИН ТҮРЛӨРҮ ЖАНА 
КРОНЕКЕР-КАПЕЛЛИНИН ТЕОРЕМАСЫ 

 
1. Вольтерранын экинчи түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемелери: 

 
 
 

(1) 
 
 

мында    менен   белгилүү функциялар,   - белгисиз функция, 

ядро деп аталат. 

 
2. Вольтерранын биринчи түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемелери: 

 
 
 

(2) 
 
 

мында    менен   белгилүү функциялар,   - белгисиз функция, 

ядро деп аталат. 

 
3. Вольтерранын үчүнчү түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемелери: 

 
 
 

(3) 
 
 

мында  ,  жана   белгилүү  функциялар,   ,   - белгисиз 

функция, ядро деп аталат. 

 
4. Фредгольмдун экинчи түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемелери: 

 
 
 

(4) 
 
 

мында    менен   белгилүү функциялар,   - белгисиз функция,    

ядро деп аталат. 
 

5. Фредгольмдун биринчи түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемелери: 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(5) 
 
 

мында    менен   белгилүү функциялар,   - белгисиз функция, 

ядро деп аталат.. 
 

6. Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү сызыктуу интегралдык теңдемелери: 
 
 
 

(6) 
 
 

мында  ,    жана   белгилүү  функциялар,   ,   - белгисиз 

функция, ядро деп аталат. 

 
Кронекер-Капеллинин теоремасы. Берилген - өлчөмдүү матрица жана 

 
- өлчөмдүү матрица үчүн  , болсун. Анда: 

 
 

1. Эгерде    болсо, системасынын чыгарылышы жок. Мында 
 

- өлчөмдүү белгисиз матрица; 
 
 

2. Эгерде болсо, системасы жалгыз чыгарылышка ээ; 
 
 

3. Эгерде болсо, системасы параметрлерден көз 

каранды болгон чексиз чыгарылышка ээ болот. 

 
Мисал. 

 
 

 
 
 

болсун. Мында   - параметрлер. 
 
 

1)        Эгерде    болсо, анда   ,                                        . 

Ушул  себептүү,  Кронекер-Капеллинин  теоремасы  боюнча                  системасы 

жалгыз 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

чыгарылышына ээ болот. 
 
 

2) Эгерде   болсо, анда  ,  , б.а. 

 .    Ушул себептүү, Кронекер-Капеллинин

 теоремасы боюнча 

системасынын чыгарылышы жок. 
 
 

3) Эгерде    болсо,  анда   ,   , 

б.а.   .  Ушул  себептүү,  Кронекер-Капеллинин  теоремасы  боюнча 

системасы 1 параметрден көз каранды болгон чексиз 
 
 

параметр, 

чыгарылышына ээ болот. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

§2. ФРЕДГОЛЬМДУН ЭКИНЧИ ТҮРДӨГҮ СЫЗЫКТУУ ИНТЕГРАЛДЫК 
ТЕҢДЕМЕСИ 

 
Төмөнкү теңдемени 

 
 
 
 

(1) 
 

карайлы. Мында   жана  - да белгилүү үзгүлтүксүз функциялар, 

 - да белгисиз үзгүлтүксүз функция, 
 
 

 , 
 
 

Эми 
 
 
 

(2) 
 
 

белгилөөсүн киргизели. Анда (1)ден төмөнкүнү 
 
 
 
 

(3) 
 
 

алабыз. Мында   - белгисиз турактуу сандар,  
 
 

(3)тү (2)ге коюп, төмөнкү 
 
 
 
 
 

(4) 
 
 

системаны алабыз. Төмөнкү белгилөөлөрдү 
 
 
 

(5) 
 
 

киргизели. Анда (4)төн 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(6) 
 
 

системасы келип чыгат. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Төмөнкү шарт аткарылсын дейли: 
 
 
 
 

 
 

a) 
 

Анда (6) система жалгыз чыгарылышка ээ болот, ал чыгарылышты Крамердин 
 

эрежеси менен табабыз, б.а. 
 
 
 

(7) 
 
 

мында 
 
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 
 
 

Мындан төмөнкү теоремалар далилденди. 
 
 

Теорема 1. Берилген (1) теңдеме үчүн a) шарты аткарылсын дейли. Анда (1) 

интегралдык теңдеме C  мейкиндигинде жалгыз чыгарылышка ээ болот. Ал 

чыгарылыш  (3)  формула  менен  аныкталат.  Мында        турактуу  сандары  (7) 

формула менен аныкталат. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

Төмөнкү белгилөөлөрдү 
 
 
 
 
 
 

(8) 
 
 

киргизели. 
 
 

Теорема 2.                                                                    болсун. Мында K 
жзана B 

 

матрицалары (8) жана (5) формулалар менен аныкталган. Анда: 
 
 

1. Эгерде болсо, анда (1) интегралдык теңдеменин  

мейкиндигинде чыгарылышы жок; 

 
2. Эгерде  , анда (1) интегралдык теңдемеси  

мейкиндигинде  n-r  параметрден  көз  каранды  болгон  чексиз  чыгарылышка  ээ 

болот.  Бул чыгарылыштар (3)  формула менен  аныкталат,  мында 

сандары (6) системанын чыгарылыштары болушат. Алардын ичинен 

n-r сандары – каалаган турактуу сандар, ал эми калган калган r сандары алардан 

көз каранды болушат. 

 
Мисал. Берилген (1) интегралдык теңдемени a=0, b= , n=2, 

 

 
 
 

болгондо карайбыз. Мында  параметрлер, б.а. төмөнкү 
 
 

 
 

(9) 
 
 

теңдемени карайбыз. Төмөнкү белгилөөлөрдү киргизели 
 
 
 
 
 
 

(10) 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

Анда (10)ду эсепке алып, (9)дан 
 
 

(11) 
 
 

келип чыгат. (11)ди (10)го коюп, 
 
 

 
 
 

системасын алабыз, б.а. 
 

 
 
 
 
 

(12) 
 
 

Анда төмөнкү учурлар болушу мүмкүн: 
 
 
 

1) Эгерде болсо, анда (12) система жалгыз 
 
 

чыгарылышына ээ болот. Бул учурда 
 
 

 
 
 

функциясы  (9)  интегралдык  теңдеменин  C      мейкиндигиндеги  жалгыз 

чыгарылышы болот. 
 

 
 

2)        Эгерде               болсо,  анда  (12)  системанын  чыгарылышы  жок.  Ушул 

себептүү,  (9)  интегралдык  теңдеменин  C  мейкиндигинде  чыгарылышы 

жок. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

§3. ФРЕДГОЛЬМДУН ҮЧҮНЧҮ ТҮРДӨГҮ СЫЗЫКТУУ ИНТЕГРАЛДЫК 
ТЕҢДЕМЕСИ 

 
Төмөнкү үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемени 

 
 
 
 

(1) 
 
 

карайлы.   Мында   =0,       жана      –   [a,   b)дагы   белгилүү 

үзгүлтүксүз   функциялары,    -  [a,  b)дагы  белгисиз  үзгүлтүксүз  функция, 

. 
 
 

Эми 
 
 
 

(2) 
 
 

белгилөөлөрүн киргизели. Анда (1)ден 
 
 
 
 

(3) 
 
 

барабардыгын алабыз. Мында  белгисиз турактуу сандар,  
 
 

(3)төн t=a болгондо 
 
 
 
 

(4) 
 
 

барабардыгын алабыз.(3)төн (4)тү кемитип 
 
 
 
 

(5) 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

барабардыгын алабыз. 
 
 

Төмөнкү шарт аткарылсын дейли. 
 
 

a) Ар кандай                             үчүн, 

  , , 
 

мында 
 

 

  . (6) 

(6)ны эсепке алып, (5)тен 
 
 
 
 

(7) 
 
 

барабардыгын алабыз. (7)ни (2)ге коюп 
 
 
 
 
 

(8) 
 
 

системасын алабыз. Төмөнкү белгилөөлөрдү киргизели: 
 
 
 

(9) 
 
 

Анда (8)ден 
 
 
 
 

(10) 
 
 

системасын  алабыз.  Ошентип,  белгисиз лерди  аныктоо  үчүн  (10)  жана  (4) 
 

сызыктуу алгебралык теңдемелердин системасын алабыз. 

Төмөнкү белгилөөлөрдү киргизели: 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(11) 
 
 

Анда (10) жана (4) системаны төмөнкү түрдө жазабыз: 
 
 

(12) 
 
 

Теорема. болсун. Мында K жана L матрицалары (11), 

(9) жана (6) формулалары менен аныкталган. Анда: 

 
1. Эгерде         болсо, анда (1) интегралдык теңдеменин 

  мейкиндигинде чыгарылышы жок; 

 
2. Эгерде болсо, анда (1) интегралдык теңдеме   жалгыз 

чыгарылышка ээ болот.  Ал  чыгарылыш (7) формула менен  аныкталат,  мында 

сандары (12) системанын жалгыз чыгарылышы болот; 
 
 

3. Эгерде  болсо, анда (1) интегралдык  теңдеме  

мейкиндигинде  n-r  параметрден  көз  каранды  болгон  чексиз  чыгарылышка  ээ 

болот.  Ал чыгарылыштар (7) формула менен аныкталат,  мында 

сандары (12) системанын чыгарылыштары болот.Алардын ичинен n-r 
 

сандары каалаган турактуу сандар, ал эми r сандары алардан көз каранды. 
 
 

Далилдөө. 
 
 

1.     болсун.   Анда   Кронекер-Капеллинин   теоремасы   боюнча   (12) 

системанын чыгарылышы жок. Ушул себептүү, (1) интегралдык теңдеменин 

   мейкиндигинде чыгарылышы жок; 

 
2.                             болсун.  Анда  Кронекер-Капеллинин  теоремасы  боюнча  (12) 

 

система  жалгыз  чыгарылышка  ээ.  Ушул  себептүү,  (1)  интегралдык  теңдеме 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

     мейкиндигинде жалгыз чыгарылышка ээ. Ал чыгарылыш (7) формула 

менен аныкталат, мындасандары (12) системанын жалгыз чыгарылышы болот; 
 

 
3.                             болсун.  Анда  Кронекер-Капеллинин  теоремасы  боюнча  (12) 

система n-r  параметрден көз каранды болгон чексиз чыгарылыштарга ээ. Ушул 

себептүү, (1) интегралдык теңдеме да      мейкиндигинде n-r  

параметрден 

көз  каранды  болгон  чексиз  чыгарылыштарга  ээ  болот.  Ал  чыгарылыштар  (7) 
 

формула  менен  аныкталат,  мындасандары  (12)  системанын  чыгарылыштары 

болот. Алардын ичинен n-r сандары каалаган турактуу сандар, ал эми r сандары 

алардан көз каранды болушат. 

 
Теорема далилденди. 

 
 

Мисал 1. Берилген (1) интегралдык теңдемени a=0,  b=1, n=2, p(t)=t, 

болгондо   карайлы, 

 
 
 
 
 

мында  , б.а. 

         (13) 

интегралдык теңдемени карайлы. Төмөнкү белгилөөлөрдү киргизебиз: 
 
 
 
 
 
 

(14) 
 
 

Анда (14)тү эсепке алып, (13)төн төмөнкү келип чыгат: 
 
 

(15) 
 
 

(15)ке t=0дү коюп 
 
 

                                                             (16) 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

теңдемесин алабыз. (15)тен (16)ны кемитип, төмөнкүнү алабыз 
 
 

 
 
 

б.а. 
 
 

                                        (17) 
 
 

(17)ни (14)кө коюп, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

системасын алабыз. Мындан 
 
 

 
 
 

б.а. 
 
 
 
 
 

(18) 
 
 

системасы келип чыгат. Мында белгисиз жана (18) жана (16) системалардын 

чыгарылыштары болушат. 
 

(18) системаны Крамердин эрежеси боюнча чыгарабыз: 
 
 
 
 

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

Анда 
 

 
 
 
 
 

(19) 
 
 

(19)ду (16)га койсок, 
 
 
 

(20) 
 
 

табылат. Анда: 
 
 
 

1. Эгерде болсо, анда система (18) жана (16) бир да чыгарылышка 

ээ болбойт. Демек, (13) интегралдык теңдеменин да чыгарылышы жок. 
 
 
 

2. Эгерде болсо, анда (18) жана (16) система (19) формула менен 

аныкталган жалгыз чыгарылышка ээ болот. Ушул себептүү (13) интегралдык 

теңдеме жалгыз 
 
 

                                      (21) 
 
 

чыгарылышына ээ болот. 
 

Мисал   2.   Берилген   (1)   интегралдык   теңдемени   a=0,   b=1,   n=2,   p(t)=t , 

      болгондо карайлы, 
 

мында   параметрлер, б.а. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

(22) 
 
 

интегралдык теңдемесин карайлы. Төмөнкү белгилөөлөрдү киргизели: 
 
 
 
 
 
 

(23) 
 
 

(23)тү эсепке алып (22)ден 
 
 

(24) 
 
 

барабардыгын алабыз. (24)кө t=0дү коюп, 
 
 

                                                               (25) 
 
 

теңдемесин алабыз. (24)төн (25)ти кемитип, 
 
 

 
 
 

б.а. 
 
 

                                          (26) 
 
 

барабардыгын алабыз. (26)ны (23)кө коюп, 
 
 

 
 
 

б.а. 
 
 
 
 
 

(27) 
 
 

сандары (27) жана (25) системанын чыгарылыштары болушат. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

Анда төмөнкү учурлар болушу мүмкүн: 
 
 
 

1) Анда  (27)  жана  (25)  система 

чыгарылышына ээ. Бул учурда 
 
 

 
 
 

функциясы (22) интегралдык теңдеменин C    мейкиндигиндеги жалгыз 

чыгарылышы болот; 
 
 
 

2)                                                    Анда  (27)  жана  (25)  системанын  чыгарылышы 

жок. Демек, (22) интегралдык теңдеменин C   мейкиндигинде чыгарылышы 

жок; 
 

 
 

3)                                                      Анда         (27)         жана         (25)         система 
 
 

жалгыз чыгарылышына ээ. Бул учурда 
 
 

 
 
 

функциясы (22) интегралдык теңдеменин C    мейкиндигиндеги жалгыз 

чыгарылышы болот; 
 
 
 

4)                                                         Анда (27) жана (25) системанын чыгарылышы 

жок. Демек, (22) интегралдык теңдеменин C   мейкиндигинде чыгарылышы 

жок; 
 
 
 

5)                                                         Анда (27) жана (25) система бир параметрден 

көз каранды болгон чыгарылышка ээ: 

 
параметр. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ушул себептүү, (22) интегралдык теңдеме C  мейкиндигинде бир 
 

параметрден көз каранды болгон чексиз 
 
 

 
 
 

чыгарылышына ээ. 
 
 

Мисал 3. Берилген (1) интегралдык теңдемени a=0, b= , n=2, p(t)=t, 
 
 
 

 
 

карайлы, мында  параметрлер, б.а. 

болгондо 

 
 

 
 

(28) 
 
 

интегралдык теңдемесин карайбыз. Төмөнкү белгилөөлөрдү киргизебиз: 
 
 
 
 
 
 

(29) 
 
 

(29)ду эсепке алып (28)ден 
 
 

(30) 
 
 

барабардыгын алабыз. (30)га t=0дү коюп, 
 
 

                                                               (31) 
 
 

теңдемесин алабыз. (30)дан (31)ди кемитип 
 
 
 
 
 

б.а. 
 
 

(32) 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

барабардыгын алабыз. (32)ни (29)га коюп, 
 
 

 
 
 

б.а. 
 
 
 
 
 
 
 

(33) 
 
 

системасын алабыз. Анда төмөнкү учурлар болушу мүмкүн: 
 

1)  Анда (33) системадан келип чыгат. 

Бул учурда 
 
 

 
 
 

функциясы  (28)  интегралдык  теңдеменин  C     мейкиндигиндеги  жалгыз 

чыгарылышы болот; 

 
2)     Анда (33) системанын чыгарылышы жок. Демек, (28) 

 

интегралдык теңдеменин C   мейкиндигинде чыгарылышы жок; 
 
 

3)    Анда (33) системанын чыгарылышы жок. Демек, (28) 
 

интегралдык теңдеменин C   мейкиндигинде чыгарылышы жок. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Жыйынтык 
 

Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемесинин чыгарылышынын 

жашашы жана жашабастыгы изилденген. Ал изилдөө Кронекер-Капеллини 

теоремасы жана [9] иштеги методду модификациялоо аркылуу жүргүзүлгөн. 
 

Фредгольмдун үчүнчү түрдөгү интегралдык теңдемесинин чыгарылышынын 
формуласы табылган. 
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